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أستاذ في كلبق العلوح - حامس ومشق 


بسح مالل الزن العتهر 


نشأ التحليل الدالي في أوائل القرن العشرين ٠‏ ورغم حداثة سنه 
نسبيا » الا أنه يشغل حاليا مركزا متميزا بين العلسوم الرياضية 
المعاصرة » كما وأن تطبيقاته تغطي رقعة واسعة من سّاحها ٠‏ وليس 
من قبيل المبالغة القول بأن التحليل الدالى أحدث انعطافا فى الشكر 
الرياضي ؛ شبيها بذاك الذي خلتفه ادخال المتغيرات في علم الرياضيات 
في القرن السابع عثر » والذي أدى الى نشوء الحساب التفاضلي 
والتكاملي ٠‏ وبعد صدور كتاب الرياضي البولوني الكبير باناخ 
«قع1له6 110 قسدمتتوعفمه وعك عتع«مقط]» عام ؟+5١‏ ؛ أخذت أفكار 
ولغة التحليل الدالي طريتها الى العديد من فروع العلوم الرياضية 
وتطبيقاتها » حتى ليكاد يتعذر الفصل أحيانا بين التحليل الدالى 
والمواضيع التي يطبق فيها ٠‏ ' 


ومفهوم « المؤوثر » ,شغل مركز الصدارة في التحليل الدالي ؛ 


.وهو تعميم لمنهوم الدالة التي لولاها لما كان للتحليل الرياضي أن 
يكون ٠‏ ودراسة النظرية العامة للمؤثرات تكمن فى صلب التخليل 
الزالوة» توفي متي تمض الكلل' الريامن ردرانة السويطة ميعية 
من الدوال والعلاقات الثى غزيظ يهاه فاق التحديل الدال ميض 
عن هذا بدراسة فضاءات الدوال والعمفيات عليها ٠‏ فالمؤثر التفاضلى 
مثلا لا يتناول كل دالة على حدة أو مجموعة منتهية من الدوال » كما 
هو الحال فى التحليل الرياضى التقليدي » بل يتناول صفا كاملا /من 
الدوال ؛ ويدرس فضماء الدوال الحاصل تتيحة إعمال هذا المؤثراء 
كذلك فقد لاحظ بعض علماء الرياضيات فى باكورة هذا القرن » وفى 
مقد مهم ١‏ ناخ طعهدة8 ورمس 1 أن معالجة بعض المسائئل 
المختلفة في الرياضيات التقليدية من وجهة نظر أكثر,عدومية وأشبد 
تحر بدا تمكننا من التوصل الى دراسة موحدة للعديد من هذه المسائل 
التى تبدو لاوهلة الاولى وكأنها بعيدة كل البعد احداها عن الاخرى ٠‏ 
قدراسة المعادلة روم م دا مثلا سمح بتوحيد معالحة مسائل كانت 1 
تتبحث كل منها على حدة فى نطاق أنظمة رياضية مختلفة ٠‏ وبضورة 
أدق 'تحديدا . فان هذه المعالجة للسعادلة السابقة أدت .الى حل مسائل 
الوجود المعادلات التفاضلية »؛ والمعادلات التكاملية والمعادلات 
الجييمية ٠‏ 
بهدف هذا الكتاب الى تعريف القارىء على المفاهيم والطرائق 
4 الأساسية المعتمدة في التحليل الدالي 4 وهو ابتدائي في مضمونه إذ 
أن قراءته لا تنطلب سوى معرفة مبادىء الجبر الخطي والتحليل 
الررياضي. ٠‏ هذا وان محتوى الكتاب يتئاول ترجمة لخمسة فقط من 
قصول الكتاب الاحد عشر » وهو بغطي مفردات مقرر ( التحليل 
التابعي )الذي يدرس في الصف الرابع لطلاب قسم الرياضيات في 
جامعة:«مشق بسعدل أربع ساعات معتمدة أسبوعيا ٠‏ 


ويبين المخطط التالي الترتيب الذي أورده المؤلف للمواضيع التي 
بحتوبها هذا الكتاب 5 


1١2١2١ الفصول‎ 


الفضاءات والمؤثرات 


يه الفضاءات المترية 
الفضاءات المنظمة وفضاءات باناخ 
المؤثرات الخطية 

فضاءات الجداء الداخلي وهلبرت 


١ 


مبرهنات أساسية الفصل ع_] 
مبرهنة هان ب باناخ 
مبرهنة المحدودية اأنتظمة 
مبرهنة التطبيق المفتوجح 
مبرهنة التطبيق المغلق 


تطبيقات ميرهنة باناج اتفصل م 
مبرهنة النقطة الثابتة 


لدى النظر الى هذا المخطط ترى أن المؤلف أورد نظرية فضاءات 
باناخ ( في الفصل الثالث ) قبل ايراد المبرهنات الاساسية حول 
الفضاءات المنظمة وفضاءات باناخ ( في الفصل الرابع ) + ويرى المؤلف 
أن السبب في هذا يعود الى أن هذه الفضاءات أبسط » ولانها تساهم 
في رفد الفصل الراء بم .بافلة امنافنة وا من عذا وداه + لانها تم 
الطالب احساسا أفضل بالصعوبات التي يجابهها لدى انتقاله من فضاءات 
هلبرت أنى فضاءات باناخ العامة ٠‏ 

ان المترجم يدرك تماما العقبات التي تقف في سبيل القارىء 
العربي لدى دراسته لكتاب في الرياضيات معرب أو مؤلف في بلد 
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عربي آخر + واتي لا أرق وسيلة لتذليل هذه العقبات سوى التقيد 
قدر الامكان بالمصطلحات التي أقرها المكتب الدافم لتنسيق 
التعرب التابع للجامعة العربية » وابراد ثبت للمصطاحات العربية 
المعتمدة ة في الكتاب مرتبة وفق حروف الهجاء العربية مع مقابل كل 
منها باللغة الاتحليزية ٠‏ وفي هذا الصدد » فقد أفدت كثيرا مسن 
المعجمين التاليين : 


١‏ م معجم الرياضيات المعاصرة ؛ للدكاترة : صلاح أحمد 
وموفق دعبول والهام حمصي ( مؤسسة الرسالة سلمو١‏ م). 


- معجم الرياضيات لادكاترة. فوزي دنان وسعيد باقر 
وصاير العايدي وهاني ف فران ) مؤ سسة الكودت للم دم العا 
جمود م ٠)‏ 


أن ترجمتي هذه لجزء من كتاب بلغة أجنبية هو جهد متواضع 
لاضافة مرجع جديد لطلابنا العرب في موضوع تعتبر أي اياف 
ل فيها ٠‏ وآمل أن لا يضن القراء الاعزاء 

بتنبيهى الى الاخطاء الواردة في في الكتاب ( والتي هي بالطبع من صنع . 
امرجم ولسن. للنؤلقة ,دحل فعا )' كى سان الى الصحيعا فى لله 
قادمة باذن الله » ولهم مني سلفا كل شكر وامتنان. ٠‏ 


دمشق في ١‏ آذار 588ا., 


المترجسم 


الفص الأول 


الفضاءات المترية 


يمثل التحليل اندالي أحد الفروع المجردة من علم الرياضيات والمنبثقة عن 
التحليل الرياضي التقليدي ٠‏ وقد بدأ هذا الفرع بالتطور منذ قرابة ثمانين عاما » 
كما أن طرائقه ونتائجه هي اليوم على درجة كبيرة من الاهمية في الحقول المختلفة 
للعلوم الرياضية وتطبيقاتها ٠‏ وقد كان الدافع لنشوء التحليل الدالي كل من الجبر 
الخطى ؛ والمعادلات التفاضلية الخطية العادية والجزئية » وحساب التغيرات » 
ونظرية التقريب » وبوجه خاص نظرية المعادلات التكاملية الخطية التي كان لما 
أكبر الاثر فى تطوير الافكار المعاصرة ٠‏ وقد لاحل الرياضيون أنه غاليا ما يكون 
للمسائل المنسوبة الى حقول مختلفة من علم الرياضيات مظاهر وخواص مرتبطة 
فيما بينها ٠‏ وقد استغلت هذه الحقيقة بهدف التوحيد الفغال لمعالجة مثل هذه 
المسائل » وقد تم هذا التوحيد بأن حذفت التفاصيل غير الاساسية ه لذافان 
الفائدة التى تجنى من هذه المعالجة المجردة تكمن في أنها تركز على الحقائق 
الاساسية . التي تغدو مرئية بوضوح » لكون اتنباه الباحث غير مشتت في خيضم 
التفاصيل غير الهامة ٠‏ 

ومى هذأ الصدد » فان الاسلوب المحرد هو أآسط الاساليب وأكثرهما 
اقتصادا لدى معالجة الاظمة الرياضية + وبما أنه يوجد لكل نظام مجرد في الحالة 
العامة تحسيدات محددة مختلفة ( تسمى نمساذج ) ء فاننا نرى أنْ الاسلوب 
المجرد متعدد الاستعمالات لدى تطبيقه على حالات محددة ٠‏ وهو ساعد فى 


تحرير المسألة من عزلتها » كما وأنه يوجد علاقات بين حقول لم بكن في السابق 
أي صلات فيما بينها ٠‏ 

وفي المعالجة المجردة » فاننا نتطلق عادة من مجموعة من العناصر تحقق 
مسلمات معيئة ٠‏ أما طبيعة العناصر فتترك دون تحديد » وهذا أمر تفعله عن قصد ٠‏ 
وعندئذ تتألف النظرية من نتائج منطقية تسمى مبرهنات نستخلصها من المسلمات ٠‏ 
وبعني هذا آنه في سياق هذه المعالجة انطلاقا من المسلمات » فائنا نحصل على 
بنية رداضية » نجد نظريتها بطريقة مجردة ٠‏ وهذه المبرهنات العامة يمكن أن تطبق 
بعدئذ على مجموعات خاصة متنوعة تحقق المسلمات * 

وعلى سبيل المثال » ففي الجبر تستعمل هذه المعالجة في الحقول والحلقات 
والزمر ٠‏ وفي التحليل الدالي » فانتنا نستعملها في سياق الفضاءات الجردة ٠‏ 
وهذه الفضاءات على غاية من الاهمية » وسندرس بعضا منها بكثير من التفصيل 
( فضاءات باناخ وفضاءات هليرت ) ٠‏ وسترى أن مفهوم الفضاء هنا ستعمل بمعنى 
واسع جدا بصورة مدهثة ٠‏ فالفضاء المجرد هو مجموعة عناصر ( ذات طبيعة 
كيفية ) تحقق مسلمات معينة ٠‏ وباختيارنا جملا مختلفة من المسلمات » فاننا نجد 
أنماطا مختلفة من الفضاءات المحردة ٠‏ 

ان فكرة استعمال فضاءات محردة بصورة منهجية يعزى الى م٠‏ فر شمسيه 
١905‏ م )»وهذا مرق بالنجاح الكبير الذي حققته هذه الفضاءات ٠‏ 
سندرس فى هذا الفصل الفضاءات المترية:» وهذه الفضاءات أساسية في 
التحليل الدائي لكونها تلمب ذورا مماثلا لذاك الذي يلعبه المحور الحقيقي م في 
الحساب التفاضلي والتكاملي 5 وفي الحقيقة »:فان هذه الفضاءات تعميع ل هاه 
وقد ابتدعت لتشكيل قاعدة لمعالجة موحدة لمسائل هامة تنتمي الى فروع مختلفة 

من التحليل ء 

ستعرف أولا الفضاءات امترنة.ومفاهيم متعلقة بها ء كما وسنوضحها بأمثلة 
نموذجية ٠‏ وسنناقش الفضاءات الخاصة ذات الاهمية العملية بصورة مفصلة ٠‏ 
وسنولي كثيرا من الاهتمام لمفهوم التمام » وهو خاصة قد يكون الفضاء المتري 
متمتعا بها » وقد لا يكون ٠‏ ويلعب التمام دورا أساسيا في كتابنا هذا كله ٠‏ 


ل 066 


مفاهيم هامة ٠‏ توجيه مختصر حول المحتوى الرئيسي 
الفضاء المتري ( راجع ١١١‏ ) هو مجموعة ير مزودة بمترك ٠‏ ويقرن 
المترك بكل زوج من العناصسر ( النقاط ) من ع مسافة ٠.‏ ويعرف المترك 
بالمسلمات التي تحدده » وقد اقترحت هذه المسلمات استتنادا الى خواص سسيطة 
محددة للمسافة المألوفة بين نقاط المحور الحقيقي 8 والمستوي العقدي © ٠‏ وتبين 
الامثلة الاساسية ( كالمثالين الا لماو ١١م‏ ) أن مفهووم الفضاء المتري هو 
0 الاضافية ذات الاهبية البالغة التي يمكن 
بها الفضاء المتري » خاصة التمسام ) راجع الوم ) الى 
0 باسهاب ني الفصلين ١ه‏ و ٠ 5١‏ وثمة مفهوم آخر ذو أهمية نظرية 
وعملية » هو مفهوم فصوئيّة الفضاء المتري ( راجع اسه ) ٠‏ والفضاءات 
المترية الفصولة أبسط من الفضاءات غير الفصولة ٠»‏ 


١؟!‏ الفضاء المتري 


ندرس في الحساب التفاضلي والتكاملي الدوال المعرفة على المحور الحقيقى 
هاء ولا يحتاج المرء للكثير من الجهد كي يرى في عمليات الانتقال الى النهاية وفي 
كثير من الاعتيا رات الاخرى » اننا نستعمل حقيقة وجود دالة مسافة على * » ولنرمز 
لها ب 4 » بحيث يقابل كل زوج من ن التنقاط بوبم من © وذق هذه الدالة المسافة 
إبرح عد| > زو ,)4 ترش اسن إن هذا ارين ٠‏ هذا ونجد وضعا مماثلا في 
المستوى وفي الفضاء « ثلاثي البعد » المألوف ٠‏ 


لج وو دهم سبي دوقصصم 

. 0 5 0 1 

2 -!(25-) - 1|177 > (25 -1)17 5 81 - 13 - (8 ,#2)3 
الشكل (؟) . المسافة على م 


أما في التحلبل الدالي » فاننا ندرس <« نفنافات © اع او دوال » معرفة على 
هذه الفضاءات ٠‏ وتتوصل ا ومرن بدرحة ة كافية لمفهوم « المضاء :0 


ا 


على النحو التالي : نستعيض عن مجموعة الاعداد الحقيقية ©# بمجموعة مجردة > 
( وهي مجموعة عناصر ذات طبيعة غير. محددة ) و تحدد على عر دالة مسافة © 
تتمتع بقدر ضئيل من الخواص الاساسية جدا لدالة المسافة على ©8 ٠‏ ولكن 
ما الذي نعنيه بعبارة « الاساسية جدا » ؟ ان هذا السؤال بعيد عن أن يكون 
سكالا تافها » ذلك أن اختيار وصياغة المسلمات لدى ايراد تعريف ما أمر يحتاج 
دوما الى خبرة وإلفة مع المسائل العملية وفكرة واضحة عن الهدف الذي نسعى 
اليه » وفي حالتنا هذه ؛ فانه انقضى أكثر من ستين سنة قبل التوصل الى المفهوم 
التالي الذي يعتبر آساسيا وبالغ الاهمية في التحليل الدالي وتطبيقاته » 


11-1 تعريف ( الغضاء المتري ؛ المترك ) 


الفضاء المتري هو زوج (4 ) »حيث عز مجموعة و 4 مترك على 2 د (أو 
دالة مسافة على عر ) » أي دالة معرفة* على »ار بحيث 2 ا 
التائية أنا كان 2 ارد هن كاه 


4 ” "ذانة مر و ال 

0 الشرط اللازم والكافي كي يكون 00-0 )هوهو أن يكون برد, 
م ,0ك - زر ,)4 ( التناظر ) ٠‏ 

)م (2.1)ف +(2 .)ف > زر )4 ( متبايئة المثلث ) ٠‏ 


سنورد قيما بلي ؛ بعض المصطلحات ٠‏ تسمى >ر عادة مجموعة الرديف للزوج 
(34) © كما تدعى عناصرها نقاطا ٠‏ ولدى تثبيت + »© رء فائتا نسمى العدد غير 
السالب .)4 المسافة من » الى « ٠‏ وتشكل الخواص بدءا من (م١)‏ حتتى 
0 0 تراد : 0 «متباينة 0 00 أطلقناه رن الموضوعة(م؛) 


(#د) بشير الرمز »م الى الجداء الديكارتي لجموعتين حيث 8م هو مجموعة كل 
ا المرتبة (ذ.ها ؟ حيثء رمعم و هعم . لذا فان #زياكر هى 
مجموعة كل الازواج المرتبئة'من عناصر ره 


بد 4 نم 


الح شاك 


( بعال 


الشكل ١)(‏ متبايئة المثلث في المستوي 


وباستعمال الاستقراء الرياضي » فاننا نستنتج من الموضوعة (م؛) متبايئة امثلث 
المعممة التالبة : 


ل ورسووة) 4 + ٠2١‏ + لوج روك + ليد ,رع )4 ك لبد براق 1( 


8 اه و 0 000 ل 
وبدلا من كتابة 4١‏ يمكن أن تكتفي بكتابة ا اذا لم يكن ثمة مم 1 
للالتباس . ظ ا 
نحصل على فضاء جزني (72) من الفضاء (20,4) اذا أخذد: معسو عه 

٠١ ّ 1 : :‏ [أ» إءى 
جزكية ما من عر » وقصرنا 4 على اغالا ٠:‏ وهكذاء فان المترك على ب هو 


المقصور 


معدب ]ل - 4 


ويسمى 2 المترك المتحندث على7 بالمترك 4 ( أو ل 4( 

نورد الآن أمثلة على الفضاءات المترية » بعضها مآلوف لدى القارىء . 
د ا اه مترية © فمن الواجب التحتق في كل حالة من صحة 
للوضوعات )0 حتى (4) ف ولي الأخوال الغادية + فان لتقن من امبحة (م4) 
يتطلب جهدا أكبر مما بازع للموضوعات (م١)‏ ختى 0 : 1 00 0 
معقدا فى الامثلة التى سنوردها » الامر الذى. سمح شر ١‏ 
للقارىء ء أما الفضاءات المترية المعقدة التي يكون التحقق فيها من صحة (م4) 
ليس بالامر السهل » فائنا ستوردها في الفصل القادم ٠‏ 


سمخ سد 


5١-١‏ الحور الحقيقي 
وهو مجموعة الاعداد الحقيقية المزودة بالمترك المعتاد المحدد بالمساواة 


.ار ع | رم ,)كل )2( 


87 المستوى الاقليدي‎ 9١-١ 

نحصل على انفضاء المتري 2 الذي يسمى باللستوى الاقليدي »م اذا أخذنا 
مجموعة كل الازواج المرتبة مسن الاأعداد الحقيقبة » مثل* (©#.6)-» و 
(يوررو) < برام وو الخ 34 وأخذنا المترك الاقليدي المعرف بالمساواة 


(20) “زو د يع) + ”زرو حرع#)ل - زبر :)4 الكل 


انظر التسكل (4) ٠‏ 
مكار مركا آخر ره مرنا بالولتور 


.ايد عقا |إرجد حك | > (ا ,)4 4( 


ان هذا يوضح حقيقة هامة » وهي أنه يمكننا أن نحصل من مجموعة معطاة 
( تحوي أكثر من عنص رواحد ) علئ فضاءات مترية مختلفة » وذلك باختيار متارك 
مختلفة ٠‏ ( لا يوجد للفضاء المتري حيث. المثرك هو ,4 اسم متفق عليه ٠‏ ويطلق 
على ,4 أحيانا اسم مترك سيارة الاجرة ٠‏ لماذا ؟ ويرمز أحيانا الى 2م بالشسكل 
ع( ٠‏ 


لمند) لم نكتب لوم نع) - اي » ذلك أن و 0 .,ى ريد ستلزمنا ف المستقبل 
( بدءا من البند 61١‏ ) عند دراستنا للمتتاليات ٠‏ 


ل عب 


تن يه 


او« كا 


5 


7 3 
الشكل ٠)‏ المترك الاقليدي على الستوي 


١-١1»؟‏ الفضاء الاقليدي ثلاثي البعد 827 


بتألف هذا الفضاء المتري من مجموعة الثلاثيات المرتية من الاعداد الحقيقية 
زقرك نق) د ف وو ,72 بجو ع بز 


٠٠‏ الخ » المزودة بامترك الاقليدي الملعرف 
كالتالي : 


(0ع22 تزوو -يع) + ترون دوه + “ليو - رق)ى - زر .)4 )5 
ذاه الفضاء الاقليدي م » الفضاء ال وحلدي” © » المستوي العقدي ح 


ان الامثلة السابقة ليست سوى حالات خاصة من الفضاء الاقليدي "ير 


ذى الابعاد « + ونجد هذا النضاء اذا أخذنا مجموعة كل المركبات , من الاعداد 
ا فيقية » والتي تكتيها 3 كر 


ل 903) بر وليك 8 *ررك) > ند 
٠.ء‏ الخ » والمزودة بالمترك الاقنيدي المعرف بالدستور 
(20) تو بع ل 0 لكلو - كان > زر باه 


(6) 


با # يدم 


3 وهغرف الفضاء الوحندي” ”42 ذو البعد ., يآنه قضساء ص المرتبات "من 
الاعداد العقدية- المرودة بالمترك التالق : 
1 (20) ل ع أ | + :+ رو يت تر )0 )7( 


وعندما 1-» » فان هذا الفضاء بغدو المستوي العقدي © المزود بالمترك المعتاد 


الممصرف بالمساواة 


إلا | > زر ,)4 (8) 


الا فضاء المتتاليات “1 


ان هذا المثال والذي يليه يعطيان انطباعا أولا عن مدى العمومية التي ينطوي 
.عليها مفهوم الفضاء المتري ٠‏ سنأخذ © على أنها مجموعة كل المتتاليات المحدودة 
من الاعداد العقدية » أي أن كل عنصر من >ر هو متتالية عقدية 
١‏ 0ك .6) -ع 
"أو اختصارا 
(5) دم 
.بحيث أنه أيا كان ...,1,2 دز ؛ فان 


»© اوقا 


.بافتراض > عددا حقيقيا قد بشبع ‏ ء الا أنه للا نتبع 'ره سنختار المترك محددا 
بالمساواة 


أنه - | ونا5 80 ,)4 )9( 


نا هم يم 


حيث كزء() ددر 1,2,..126)-28 © وحيث يرمز مده الى الحد الاعلى ٠‏ 
وبرمز للمضاء المتري الذي نجده وفق الفروض السابقة بالشكل م © ( سيكبرر 
هذا الرمز الغريب الى حد ما في البند 1 #0 من الفصل التالى ) ٠‏ ان © هو 
فضاء متتالياإت » دلك أن كل عنصر من بر( أي أن كل نقطة في عر ) متتالية ء 
اسلا فضاء الدوال [ؤيه]0 


تأخذ ع هنا مجموعة كل الدوال الحقيقية * 6طا 6 ووه التى هى دوال للتغير 
حقيقي مستقل ؛ » وهي معرفة ومستمرة على مجال مغلق معطى [ؤيه]- د ء 
وباختيار امترك وفق المساواة 


وأ©)« - م)ع | هم > زر )4 (10) 
مع 


حيث هم تشير الى القيمة العظمى » فاننا نحد فضاء متريا ترمز له ب [5,ه]60 ٠‏ 
) الحرف 0 مثل الحرف الاول من الكلمة الاتجليزية “.005 نالل ممه" 6 التي تعني 
« مستمر: » ) ٠‏ ان.هذا هو فضاء دوال لان كل نقطة من [ميه]© هي دالة ٠‏ 


على القارىء أن يدرك الفرق الشاسع بين الحساب التفاضلي والتكاملي 4 
حيث ندرس دالة واحدة أو عددا قليلا من الدوال في آن واحد © وين التحليل 
الدالى حيث تغدو الدالة مجرد نقطة في فضاء واسع ء 


١١م‏ الفضاء المتري المتقطع 
لنأخذ أي مجموعة ا » ولنزودها بما يسمى المترك المتقطع المعرف كما بلي : 


(رعري) 1 (رع)ك 0530000 


يسمى هذا الفضاء (4 ) الفضاء امتري المتقطع ٠‏ ورغم أنه ندرا ما يرد في 
التطبيقات » الا أننا سنستعمله في الامثلة بغية ايضاح بعض المفاهيم ٠‏ 


جد عه 


لدى النظر الى اتات قاننا نرى أن القضاء المتري تغرف استتادا الى 
موضوعات » ونريد أن نذكر بآن التعاريف. بالموضوعات تستعمل اليوم فيالعديد من 
فروع علم الرياضيات ٠‏ وقد تم الاعتراف بفائدتها عموما بعد أن نشر هلبرت 
بحثه حول أسس الهندسة » ومن المهم ملاحظة آنه كان لدراسة الهندسة الني هي 
أحد اقدم وأبسط أقسام العلوم الرياضية أكبر وأهم الاثر في الرياضيات 
المعاصرة ٠‏ 
مسائل 
03 أثيت أن المحور الحقيقي هو فضاء متري + 
؟ س هل تحدد المساواة #«ر-»)-(ر,ع)4 متركا على مجموعة الاعداد الحقيقية ؟ 
+ ب بيكن أن |«- ءال -(ر,ه)» تحدد متركا على مجموعة الاعداد الحقيقية ٠‏ 
أوجد كل المتارك على مجموعة ا مؤلفة من نقطتين » وعلى مجموعة 
وحبدة العنصم ٠ه‏ 
ه ‏ ليكن 4 متركا على ير ٠‏ حدد كل الثوابت »م بحيث يكون0) 64 ()خ+ك 
متركاعلى اه 
5 ل بين أن 4 في ١١اسه‏ بحقق متباينة المثلث ٠‏ 
٠7‏ اذا كان م فضاء حزئيا من : مؤولفا من كل المتتاليات التي كل حد فيها 
اما ه واما 1 6 فما هو المترك المحدث على م ؟ 
ه ل بين أنه يمكن تعريف مترك آخر 3 .على المجموعة * في 7١+١١‏ بالمساواة 


كك إم)مء-م)ع| ٍ -21 )4 


ه- أثبت أن + الوارد فى ١1م‏ غهؤ مترك ٠‏ 


5 ( مسافة هامنغ ) لتكن د مجموعة كل الثلاثيات المرتبة من الاصفار 


6 00 ل | 


4 على عد بالمساواة (ر.»«)ك - عدد المساقط المتقابلة المختلفة للعنصرين 
له ٠‏ (اذا كان روص.ن) دم » فاننا نسمي 3 المسقط ال : للعنصر 
٠‏ ان هذا الفضاء والفضاءات المماثلة التى عناصرها مرنيات م ترد فى 
التحويل ونظرية الاوتوماتا وفي التصنيف ٠‏ سمى (رع)ك مسافة هامنغ 
بين دو <). 
٠١‏ (هتاينة الكثلث ) ٠‏ المتباينة المثلث تنتائج مفيدة عدة ٠‏ فمثلا » أثبيت 
استنادا الى ) أن 


(م ,)2 +( ,)4 ك |(« ,ع )4 - (ل ,)4 | 


ع« أثبت استنادا الى متباينة المثاث أن 


,)4 5 |( ,«)ك - (2 ,)14 


4 ( موضوعات المترك ) ٠‏ من الممكن الاستعاضة عن (م١) ‏ (م4) بموضوعات 
أخرى ( دون تغبير التعريف ( ٠‏ بين على سبيل المثال أن (مع) و (مغ) 
تستنتجان من (م؟) ومن المتباينة 


(«ا,ج)2 +( ,)ل كك( )4 


5-١‏ امثلة اخرى على الفضاءات المتربة 


وطربقة التحقق من موضوعات المترك » وبصورة خاصة متباينة المثلث (م:) ٠والمثال‏ 
الاخير ”, هو أهمها من حيث تطبيقاته ٠‏ 


بم [ؤ[ يم 


أهاه؟ ‏ فضاء المننائيات 5 


تالف هذا أالمهاء عة كد المساناءه ا 


الف لد 1 الفعسا + من مجم وعة- ثل- احننا نات 7 امحدودة وَغَينَ الملحدودة )التي 
حدودها أعداد عقدية 6 ومن المترك 4 المعرف بالدستور 1 
اسدوؤل 51 
ق| +271 بط - 7ه 


حيث ()- + و (4) را اء لاحظ أن المترك فى المثال 5-1-١‏ أن يكون متاسيا 
في الحالة الراهنة ٠‏ ( لماذا ؟ ) ّ 
ان الموضوعات (م١)‏ (م*) محققة » الأمر الذي يمكن رؤيته بكل بساطةء 
سنتحةق الآن من الموضوعة (م4) «٠‏ سنستعمل لهذا الغرض الدالة المساعدة م المعرفة 
على |1 1 -©#بالممساواة 
سلب م)] 


غ#+1 


وبالاشتفاق نحد أن *+1/)1 ع ضام 6ه وهو مقدار موجب ٠‏ لذا كان 7 رنسة 
معرائوة > والكا لن: فال 


أما+اء|ك إف+ها 


وهذا ,يقتضي. أن يكون 
(أطا+ زه|)م كوم ج هار 


نستنتج من هذا استنادا الى عبارة / والى متباينة المثلث بالنسية للاعداد أن 
اماخلها_ يي _امجها 
إقا+له|+1 (مج +1 


اما اها 
أما+[ه| 1+ إضا+ اه 1 


1 فى ده المتاينة حدق ده 3 بوم ةدم 6 حساك () دع ٠‏ اذن 
به- قي > 4+5 ؛ وبالتالى فان 1 


> 1 الاتشلي 4 اشحشل ا ابسحقل 
أرس-و|+1 أن 6|+1 “أو ع1 -ئ|+1 07 


واذا ضربنا طرفي هذه المثبابنة ب '1/2 ثم جمعنا من 1 -ز حتى ع 6 فاننا نحد 
١ا‏ .»)4ك فى اليسار ومجموع (داداك وى ((إ.داك 3 ي اليمين 6 أي : 


ا ,2ك + اع ,اك ك زر باك 
وبذا تكون قد وحدنا 00 وأثيتنا أن 5 هو قضاء ماري ٠‏ 


١1-؟1؟‏ فضاء الدوال المحدودة (8)4 
ان كل عنص د هن (هم)8 هو بالتعريف دالة معرفة ومحدؤدة على مجموعة 
معطاة 4 » والمترك ,حدد بالمساواة 


مانا قاع | مناوع زر )4 
لح 


احسث نشين .ناد الى الحد الاعلى ٠‏ وفي الحالة 8 -[5 به]- 4 » ذاننا شير 
الى (4م)8 بالشكل [8]4,25 * 
سنيين الآن أن (8)4 خضاء متريء من الواضح مباشرة أولا صحة الموضوعتين (م1) 
و(م ١‏ كذلك » فان المساواة 0-(«,د)ك واضحة ٠‏ وبالمكس ؛ فاذا كان 
0>-(ع«بء)ك كان ل ف نسافاءة أن كان : من م ه وهذا العلى أن بلحدة نف وبذا 
تكون قد أثبتنا صحة (م؟) كذلك ٠‏ نلاحظ الآن أنه أيا كان + من 4 فان , 
إ0)سرحم)ء زع امع دقع | ع ارد )عا ّْ 


.| 0)جدمق) | هتاه | )2 -(م)ع | ماوع 


شت 


ته 


---وهذا دين أن اد دالة محددة على م ٠‏ وتما أن العبارة الواردة فى السطر 
الاخائمت وو لمر ؛ قانه يبك آن تأخذ الحد الاعلى في اليسار » 


91-1 الفضاء ”7 »© فضاء المتتاليات لهلبرت */ » متباينتا هولدر ومنكوفسكي 
في المجاميسع 


ليكن م عددا حقيقيا مثيتا أكبر من 1 أو يساويه ٠‏ نعرف كل عنصر من 
المضاء ”/ بآنه متناليه (... ,ع ,,#) -(5)- د من الاعداد بحيث تكون المتسلسلة 
لط ”وك | + للك متقاربة ٠‏ اذن 


> | 0 02( 
( حيث م عدد مثبت أكبر من 1 أو يساويه ) ٠‏ ويعرف المثرك بالمساواة 


" (اه-قا رقٌّ) - ماه 2 


حك اوهو و ترد 2 0 أخذنا المتناليات الحقيقية فقط [ التي تحقق 
1 ] » فاننا نجد الفضاء الحقيقي ©/ ٠‏ أما اذا أخذنا المتتاليات العقدية [ التى 
تحقق !1) ] » فاننا نحد الغضاء العقدي , ٠‏ ( عندما ون الكسين ضرورنا » 
فيمكن 0 نضيف الى م الدليل السفلي 2 في الحالة الاولى أو الدليل السفلى 
2 في الحالة الثانية ) ٠‏ 

وفى الحالة 2-م » فاننا. نجد فضاء المتناليات لهلبرت *2/ ؛ حيث بعدد 
امرك بالمسساواة 


“ارد - كا 0 > زر )كل )03 


تدع لاجد 


وقد أورد هذا الفضاء ودرسه ده هليرت (عقو) لدى بحثه للمعادلات التكاملية » 
ويمثل هذا الفضاء أول الامثلة على ما نسميه الآن بفضاء هكيرت ٠‏ ( سنتناول 
سنثيت الآن أن ”7 هو فضاء متري ٠‏ من الواضح أولا أن (2) تحتق 
يواسمن ماعن زم شتريقة غارب لسلس في الطرفة الاين + بيطت 
أن هذه المتسلسلة تتقارب فعلا » وأن 69 محققة ©» وستقوم بهذا العمل خطوة 
خطوة » وذلك بآن تمع 
5) المتيانة الممساعدة » 
(ب) متبانة هولدر من ()» 
(ج) متباشة متكوفسكي من (ب) » 
0 عباسة الثلخه (م6) من زج + 
)0( ليكن 2 عددا أكبر من 1 »6 ولنعرف 9 بالمساواة 


ولط (4) 
4 م 


سمى م و + عندئذ أسين مترافقين » » وهو مصطلح متعارف عليه ٠‏ ذ ا 
من «(4) أن 3 


1 
1(21- 5-5 بن و ع 1 
1 -(1()4-1-هم) + م ع هم 0 


وبالتالى فان 1-+1-4-م)/1 ٠»‏ اذن 
ادم دين تقتضصي 1كين دع 
1 


17 الت 


8 ام م8 ٠‏ 
ا قيون ميق |+ه م | 43 )6( 
84 م 0 0 


لاحظط أن هذه المتيانة صحبحة وضوحا عندما 0-»ن أو عندما 8-0 ٠»‏ 


32 هو 1 
1 
1 
0 
ك3 2 
0 


الشكل (0). المتبايئة 6) 4 حيث 0 يوافق التكامل الأبسر في 6) 
و 2 يوافق الكامل الايمن 


(ب) لتكن () و (5) متتاليتين تحققان الشرطين 


14> “2 1م21 7 


اذا وضعنا (|يّ|-ه و || - 8 » فاننا نستنتج من (6) المتباينة 
1 9 
اي 25 اي 
وباجراء الجمع بالنسبة ل ز والافادة من (7) و (4) »ع تجد المتباينة 
عدوا 8 9 

4 م 


]1 جع 


لنأخذ الآن أي متتاليتين غير صفريتين *1»(ه)- د و “لء(ن)- بر » 
0 5 جع حدم 
حفييهة 3 دق )9( 
(مدالة) 2 


عندئذ تكون 0( محققة )» وبالتالي من الممكن استعدام (8) + وبتعو.ن 
)9 في )8( وضرب المتبانة النائجة بجداء المقامين ف )9( » فاننا تحد 


متبايئة هولدر للمجاميع : 


“زم )”زه يشي كادةابم 00 


حيث 1<م و 1/4-1+م/1 + وقد توصل هولدر الى هذه المتباينة عام حهما ٠‏ 
وفي الحالة 2-م + يكون 2-ج » وعلدها تعطى (10) 
متبايئة كوشي ب شقارتز للمجاميع : 


مها لق إحتلكا بقح كاسةا بغ 0110 


من السابق لأوانه الحديث المستفيض عن الحالة 2-و-م » التي يساوي فيها 
2 مرافقه الاسي ي + بيد أننا نود على الاقل ايراد ملاحظة مختصرة تفيد بآن هذة 
الحالة ستلعب دورا.خاصا في بنود من الفصول القادمة » وتقود الى فضاء 
لهلبرت « أظرف » من تلك الفضاءات حيث يكون 2*«ما ٠‏ 


(ج) سنثبت الآن صحة متباينة منكوفسكي للمجاميع : 
“مساء” (معري)ء” «مدمرظ) ‏ هه 


حيث "اءرق)-م و "زء(نس)-ر 395 1<م ٠‏ وقد توصل منكوفسكي الى هذه 
المتباينة » لكن في حالة المجاميع المنتهية » + في عام كحما + 


بالا1ابس المدخل الى التحليل الدالي م؟ 


هذه المتبانة تت رأسا من متاية المثلث_بالنسية 


متبائة ل حال الاعداد تعطى " 


1-م|رنه| |ررد حي | عد إرنه| 


"لبه |(مره| :+1 6|) > 
وبالجمع بالنسبة الى زر من 1 الى أي عدد مثنت »« نجد أن 
كاردا :5 + ره ااكا 3 > "ابهالا (13) 
وبتطبيق متباينة هولدر على المجموع الاول فيالطرف الايمن نجد أن 
“سدم مهن 2 ]| سكا | د "هااقانا 


مع ملاحظة أنه يمكن أن نضع في المضروب الايمن م بدلا من جداء الاسين 1-م 
و هو »ذلك أن و+م<-هم كما هو واضح في )5( ٠‏ واذا تعاملنا مع الطرف 
الايمن في (13) بصورة ممائلة » فاننا نجد أن 


“| "اها د ات 


وبالتالي فاننا نستنتج أن 
"اط )(” ["سد]+” ["ذاط ]د هالا 


وبالتة 1 على المضروب الاخير فى الطرف الاب ن من المتياينة وملاحظة أن 
م/1-؟/1-1 » فاننا نجد (12) لكن »م ترد عوضاعن .. ء لتجعل الآن 
دي » ء عندها نحد فى اليمين متسلسلتين متقاربتين لان ”عر ٠‏ اذن 
#السنلتلة فى البشان قارب اها + ويذا يتم اثبات (12) ٠‏ 
(). يترتب على (12) أنه اذا كان + و ير فئ م » فان المتسلسلة فى ٠١‏ (2) 


6 


تنقارب ٠‏ كذلك » فان (12) تعطى متتباينة المثلث » ذلك أنه اذا كانت + وبر و2 
من 8 » وكتبنا ()- 2 ٠غ‏ فاننا نجد بالاستعانة بمتباينة المثلث بالنسبة للاعداد 

وبالمتياينة (12) أن ش 

م/1 
("ره- ها 5 -(4),9 
م/1 
(لاه- وا+ان - 286) 
م/1 م/1 

(#س-هاطا+” ه-ؤر8) 


.(,4)2 +(2 ,)ل ح- 


لفل 


ما 


وبذا يكتمل اثبات أن هو فضاء متري ٠‏ 

ان المتباينتين (10) و (12) اللتين وجدناهما فيسياق البرهان بالغتا الاهمية» 
كما وأنهما تشكلان أداتين لا غنى عنهما فى العديد من المسائل النظرية والعملية » 
وسنستخدمهما مرات عدة فى أبحاثنا القادمة » 


مسسائل 
1/2 بالعدد 0<م بحيث تتقارب المتسلسلة. م8 ٠‏ 


0 بين باستخدام 6) أن الوسط الهندسي لعددين موجبين لا يكبر وسطهما 
الحسابي ٠‏ 


م # أثبت أن متبادنة كوشي س شقارتز (11) ١‏ تقتضى المتباينة 
تلماه ٠٠١‏ *تلقا)ه داكا ٠٠١‏ +اءع) 


( الفضاء ). أوجد متتالية تتقارب من 0 دون أن تكون منتمية الى 
أي فضاء , حيث +>م 15 * 


18 سدم 


نه أوجد متتالية + منتمية الى م« ) حيث 1< 


5 ( القطر » المجموعة الكحدودة ) . أن القطر (هم)ة لجموعة عي خالة 2 
في فضاء متري «4 “) يعرف يأنه 


.)ل اوناع ع رهاق 
ونقول عن 4ه انها محدودة اذا كان «>رم)ةق ٠‏ بين أنه اذا كان هعم 
فان ر(هاةكرماة ٠‏ 
7 ل بيكن بأن الشرط اللازم والكافى كي يكون 1-0م)ة ( راجع المسألة رقم 5) 
هو أن تكون م مجموعة وحصدة العنصر ٠‏ 
م (المسافة بين المجموعات ) ٠‏ تعرف المسافة (8 به)م بين مجموعتين غير 


خاليتين م و8 في فضاء متري (4) بالمساواة 


.(ط يه)ك كصذ - (8 رش) م 


هعم 


بين بأن « لا تعين متركا على مجموعة أجزاء بد ٠‏ ( لهذا السبب استعملنا 
رمزا آخر م » ولكنه رغم ذلك يذكرنا بالمترك م ٠)‏ 
به اذا كان وععهم4 » فبيكن أن 0-(8 ,ميم فى المسألة م ٠‏ ماذا بمكن قوله 
لب تع ركف المسافة (8 )2 . بين النقطة + والمجموعة غير الخالية 8 فى« بح 
بالمساواة ٍ 1 


ولط )كل كنز > (8 )10 
التي تنفق مع المسآلة هم ٠‏ :بيكن أنه أيا كان العنضران + والرامن ير فان 


(7 )24 8(5 ,واط -ر8 مط | 


نا.ى؟ يسم 


١‏ اذا كان 4 ) أي فضاء متري » فأثبت أن المساواة 


( )24 
)ك2 +1 


0), 


تحدد متركا آخر على '» وأن عد محدودة فى المترك 4 5 


؟ بين أن اجتماع مجموعتين محدودتين م و8 في فضاء متري هو مجموعة 
محدودة ( راجع التعريف الوارد في المسألة ٠ )١‏ 


ينا»ا ,ا - لفضاءين متربين (4,,) و (يك,نا) فضاء متريا (4<) 
بأشكال مختلفة ٠‏ فمثلاء برهن أن المساواة التالية نعين متركا 2 


ولولا بي )يك + (رن )يك ع (ر ,)اك 


حيث (ودىنن) - ع و وا )عر ه 
أثبت أنه بمكن تعريف مترك آخر على بر فى المسآلة م١‏ بالمساواة 
“زور )يل + ا )لل ع زر 2 
أت بين أنه يمكن تحديدك رت ثالث على 24 ف المسألة م بالمساواة 
01د »)دك لورلا .2 4] عجهمم - زيل 4 
( ان للمتركين في المسألتين ١٠١‏ وه! أهسة تطبيقية » كما أنه سكن تزويد 
عد بمتارك أخرى ) ٠‏ 
#3١‏ المجموعة المفتوحة » المجموعة المفلقة » الجوار 


هنالك عدد لابأس به من المفاهيم المساعدة التى تلعب دورا فيما بتعلق 
بالفضاءات المترية ٠‏ وقد ضَسَتًا هذا الفضل تلك المفاهيم التي سنحتاج اليها ٠‏ 


51 يدم 


لذا » فان هذا الفصل دحوي مفاهيم كثيرة ( أكثر من أي فصل آخر في الكتاب ) 6. 
لكن القارىء سيلاحظ أن العديد منها يعدو مألوفا تماما لدى تطبيقها على 
الفضاءات الاقليدية ٠‏ وبالطبع فان هذا يناسبنا جدا » كما وأنه يبين فائدة 
المصطلحات التى أوحت بها الينا الهندسة التقليدية ٠‏ 

سنورد أولا الأنماط الهامة من المجموعات الجزئية من فضاء متري معطى 
( ,70) - 22 اء 


) تعريف ( الكرة والفشرة الكروية‎ 1١9-1١ 
لنعرف الانماط‎ ٠ لتكن مد نقطة ما من > » وليكن م عددا حقيقيا موجبا ما‎ 
: الثلاثة التالية من المجموعات الجرئية‎ 
) لاك «) - م بمم)ق ( كرة مفتوحة‎ | 4) 0> (0) 
) ب !5 : :)4ك | ع ع) ع (م زم:)8 ( كرة مغلقة‎ 
) (ج) م« .)4 | كاه :)- ( :)5 ( قشرة كروية‎ 
. وفى هذه الحالات جميعا » فان «» هو المركز وم هو تنصف القطر‎ 
' نرى من هذا أن الكرة المنتوحة الي نصف قطرها + هي مجموعة كل‎ 
, كذلك‎ ٠ 5 النقاط من ع التي تكون المسافة بين كل منها ومركز الكرة أصغر من‎ 
فان التعريف السابق يقتضي مباشرة أن‎ 


:م6) ه- زم زوكد) قل - (م زود)ى 2 
تحذديبير : ش ش 
- بمند البح فى الفضاءات الخترية » فان فن.المميدٍ جدا. استعمال المصطلحات 
المشابهة لتلك التي ترد في الهئدسة الاقليدية ٠‏ بيد أن علينا الاحتراس من خطر 
| افتراض أن الكزات والقشرات الكرؤية في نشاء سترى كب تنيمم بننس حواض 
الكرات والقشرات الكروية في #7 لان الامر ليس كذلك ٠‏ فمثلا قد تكون 


سم 85 يسم 


الكرة خالية » كذلك » ففي الفضاء المتقطع ١١م‏ لدينا © -20:.:)ى » عندما 
1 عدم اء ( ماذا يسكن قوله عن القشرات الكروية التي نصف قطرها 1 في هذه 


ننتقل الآن الى مفهومين آخرين يرنبطان فيما بينهما ٠‏ 


11-1 تعريف ( المجموعة المفتوحة »© المجموعة الفلقة ) 

نقول عن مجموعة جزرئية بهو من فضاء متري عر انها مفتوحة اذا حوت كرة 
حول كل نقطة فيها ٠‏ ونقول عن مجموعة جرئية يخ من + انها مغلقة اذا كانت 
متممتها ( في ير ) مفتوحة » أي اذا كانت المجموعة #-2ز - ©م مفتوحة ٠‏ 

سيرى القارىء بوضوح استنادا الى هذا التعرف أن الكرة افرع عدي 
مجموعة مفتوحة » وأن الكرة ؛ المغلقة هي مجموعة مغلقة ٠‏ 

وغالبا ما تسمى الكرة ا مفتوحة (©:8)*0 التى نصف قطرها ع 
الجوار -ع للنقطة 0< ٠.‏ ( هنا يكون 0< وفق التعرف السم)ء ونطلق 
اسم الجوار للنقطة م على كل مجموعة حزكية من ©[ تحوي جوارا -م 
للنقطة بى» ٠‏ 


نستنتج مباشرة من هذا التعريف أن أي حجوار للنقطة وبر دحوي 420 
وبعبارة أخرى » فان 30 هى نقطة نقطة من كل جوار ا ع 
مء »> وكان يمد حبر » فان /8 جوار أيضا للنقطة ٠‏ 

نقول عن م« انها نفطة داخلية من المجموعة 6د في مد أذا كان 8 جؤارا 

للنقطة مع ٠‏ وبعرف داخل 31 بأنه مجموعة كل النقاط الداخلية من 484 ونرهز 
له ب ميحج أو )م1 ؛ ولكن لا وجود لرمز متفق عليه تماما ٠‏ ال (8) 106 هي 
مجموعة مفتوحة » وهي أكبر مجموعة مفتوحة محتواة في 14 ٠‏ 
الاي اشير ابن اذجيلة كن اللعبوفا التوعة قيي» ولحكن 4+ 
نحقق الخواض التالية : 


حدا# ةج ش 


طم مومه ووعع ع 00000 

: (م) اجتساع أي عناصر من 3 فق عتفر من 2 6 
البرهمان : 

ان )١(‏ ننتج بملاحظة أن 2 مفتوحة لان © لاتحوي عناصر » وإن نا 
ا ه نشت صحة صحة (ط؟) ٠‏ ان كل نقطة من الاجتماع ن لمجموعات 
مفتوحة :: تنتمي الى واحدة ( على الاقل ) من هذه المجموعات » ولتكن 34 ؛ كما أن 
أمار تعوي كرة 8 حول *« لكون لا مفتوحة ٠‏ لذا فان تنا ح8 وفق تعريف 
الاجتماع ٠‏ وهذا شبت صحة (طم) 0 وأخيرا » فاذا كانت 00 أي “نقطة من تقاطم 
المحموعات المفتوحة ,2 , 30٠ ٠.‏ ؛ فأن كلا من 4و تحوي كرة حول « ؛ وأصعم 
هذه الكرات محتواة فى التقاطع 4 الامر الذي شت صحة (طع) ٠‏ 

ونذكر هنا بأن الخواص (ط١) ‏ ( طم) هي جد أساسية » حتى أن 
سنعيدها في اطار ر أوسع 0 و نعني بهذا أننا سلعرف الفضاء الطبولوجي وت 82 بأنه 
مجموعة 2 مزودة بحماعة 7 من المجموعات ن الجزثية من #©ز بحيث تحقق 5 
الموضوعا ت (ط١)‏ حتى (طس) ٠‏ تسسهى الجساعة يت طبولوجيا على جره نساللاعج من 
هذا التغر ف ما بلي : 


الفضاء المثري هو فضاء طبولوجي ٠‏ 

ا 0 ال دورا كذلك 0 0 ايدام اليرية 
التفاضار 8 0 
1-؟س؟ تعريف ( التطبيقات المستمرة ) 

ليكن (84,)- و (4 2-90 فضاءين متريين ٠‏ تقول عن تطبيق 
لا جيدهييعر : انه مسثمر فى النقطة من 2 اذا وجد لكل عدد موجب ع عدد 


0 


موجب ه بحيث يكون ( انظر الشكل 5 ) 
6 >>(10 1:6 )4 
3 كانت النقطة ‏ * التي تحقق الشرط 


.8 >( ,3)ك2 


الشكل (5 ٠‏ يوضح هذا الشكل الشابنتين السايقتين ف الفضاءين الاقليديين 
82خ وا 8-82 


من المهم والمفيد معا معرفة أنه يمكن وصف التطبيقات المستسرة بذلالة 
المجموعات المفتوحة على النحو التالي : 


) مبرهنة ( التطبيق الستمر‎ 4-91١ 


الشرط اللازم والكافي كي دكون التطبيق 7 لفضاء متري ا في فضاء 
متري لا عجرا و ارد 0 العكسي لكل مجموعة مفتوحة في بن 
البرهان ٠:‏ 

69 لنفترض أن 7 مستمر » وأن و مجموعة حزئية مفتوحة من م8 »2 وأن 
وى الخيال العكسى ل 5 ه فاذا كانت 5 خالية ء فانها مفتوحة ٠‏ لنفترض 
© عزمى » فاذا كان مم عنصرا من رو » فاننا نضع 10 ح وبر + ويما أن 5 مفتوحة 


صسم. .88 سف 


-خانها تحوي جوارا-م >-ولحكن وز للنقطة وو م الظحر -التشكل (9) وتنا أ 
مسيثمر فانه بوجد للمنقطة مد <وار ق ؛ وليكن 2/0 : بحيث نكون خياله لز ٠‏ وبنا ” 
أن 70-5 » فان وى ولخ ؛» وبالتالي فان م5 مجموعة مفتوحة لان 0« نقطة 
.اختياربة في ,و ٠‏ 

(ب) وبالعكس »© المفتر: ض أن الخيال العكسي لكل مجموعة مفتوحة في 7 
هي مجموعة مفتوحة في ير ٠‏ عندكذ يكون الخيال العكسي .5 لكل كرة مفتوحة 
د مركزها م12 وتعت قتارهااء مجموعة امس رك لكون نم مجموعة 
مفتوحة ولكوّن ,و حاوية ل مد ٠‏ لذا فان ,5" تحوي جوارا 8 للنقطة مم وليكن 
وى خياله محتوى في /د » وذلك لان خيال 5 محتوى في را * 


( الفضاء « ) ( الفضاء » ) 
الشكل /) . 57 


وبالتالي » قاننا نستنتج استنادا الى التعريف أن 7 مسثمر في التقطة مدا ء وللا 
كانت. النقطة مد اختيارية » فان 7 تطبيق مستمر ٠‏ 

سورد الآن مفهومين آخرين » يرتبط أحدهما بالآخر ٠‏ 1 مجموعة 
جزئية من فضاء متري >ر ٠‏ تسمى النقطة مد من > ( التي. قد :: تنتمى الى يد وقد 
لا تنتمي اليها ) نقطة تراكم للمجموعة 1 ( أو نقطة حدية للمجموعة /3) اذا 
وى كل خوان للتقطة امو دتقطة واحدة على الاقل و مبيل 6 مقارة للنقطة ددم 
وتنمى المجموعة المؤلفة من نقاط 24 ومن نقاط التراكم للمجموعة 84 لصاقة 214 
ويرمز للصاقة بالكل 


مار 
وهذه المجموعة هي أصغر مجموعة مغلقة تحوي 14 ه 
سنورد كذلك خاصة أخرى غير مآلوفة للكرات في فضاء متري ٠‏ ففي حين 


5 


تكون اللصاقة 8)0:7 للكرة الممتوحة (,:.»)8 فى دج هن" الكرة المغلقة 
:»اق » فان هذا الامر قد لا يضح في الفضاءات المترية الساية + وتترك 
للقارىء التحقق من صحة هذا الامر بايراده أحد الامثلة ٠‏ 

سنستخدم مفهوم اللصاقة كي نورد الآن تعريفا ذا أهمية خاصة في . 
أبحاثنا القادمة + 


ألاسهت تعريف ( المجموعة الكثيفة » الفضاء الفتضول ) 

تقول عن مجموعة جزئية 4« من فضاء مثري >< انها كثيفة في 16 اذا كان 

31-3 

ونقول عن د انه فتضول اذا حؤى مجموعة جزئية عدودة وكثيفة في +8 

إنتزتب على هذا أنه اذا كانت 84 كثيفة فى > » فان أي كرة مهما كانت صغيرة 
في ع ستحوي نقاطا من 2خ ٠‏ وبعبارة أخرى » فلا يمكن في هذه الحالة أن توجد 
نقطة عر في يز لها جوار غير حاو على نقاط من )2 * 

سئرى فيما بعد أن الفضاءات الفصولة أبسط الى حد ما من الفضاءات غير 
الفصولة + وسذورد فيما لي بعض الامثلة الهامة على فضاءات فصولة » وأخرى 


أمثلة 
١-]س‏ المحور الحقيقي © ٠‏ المحور الحفيقي # فصول 
البرهان : 


ان هذا ناتج عن أن مجموعة الاأعداد العادية رق هى مجموعة عدودة وكشقة 
في 8ه 


للد #] د 


.. المستوي العقدي © . المستوي العقدي فصول‎ 9-١ 
: البرفنان‎ 

هوه الحبب في هذا الى أن مجموعة الاعداد العقدية التي أقسامها الحقيقية 
وأقسامها التخيلية أعداد عادية هي مجموعة جرئية عدودة وكثيفة في 0 ٠‏ 


1 لام الفضاء المتري المتقطع 


الشرط اللازم والكافي كي يكون الفضاء المتري المتقطع عر فصولا هو أن 
تكوننت*ا عدودة ٠‏ 


المرهصان : 
أن تعرئف امار كك المتقطع ) 0 شتضى بألا تكون أي مجموعة جزادة 
محتو اد تماما 2 ع مجدوعة كثيفة ف ٠‏ وبالتالى فان المجسوعة الكثة 4 


الوحيدة فى عر هي ير نسنها » الآمر ال ان 


91921١‏ الفضاء *: . الفضاء *“!/ غير فصول (1اساسا) 
البرهصان : 

لمعن ( ,1ق ,712 +1 ) ح ل متتالية كل من عناصرها اما 1 وامأ () » عندئدك 
حون “عر ء لنقرن بالمتتالية ير العدد الحقيقى 8 الدى تمثيله الثنانى هو 


711 12 1 
21 15 252 


فقاذا أدخلنا + ى اعتيارنا أن موسوعة نقاط الفترة [0,1)] غير عدودة : وأن لعكل 
عدد 8 من 1 ,0] تسيلا ثنائبا : وان للاعداد المختلئة #7 تثيلات ثنائية 
مختلفة . فاننا لسالتاج وجود مجموعة ع بر عدودد من المتتاز اليات ألم ى عناصر كل 


منهأ اما 1 واما »مه وسين المردك على */ 1 أن المسافة دين 0 متنا | مين مختلفتين 
من هذا الفضاء حب أن تكون مساوبة للو احد ٠‏ خاذا جعلنا كد من هذه المتتالبات 


اصوميدة يقلو و اتيك 


مركزا لكرة صعيرة نصف قطرها 1/3 مثلا ء كان هذه الكرات لا تتقاطم »و بالتالي 
فاننا نحد محدموعة غير عدودة منها ٠‏ واذا كأ نت ١4‏ أي محموعة كثيفة فى >1 ءفان 
كلا من هذه الكراث المتقاطعة بجوي عنصرا من #ا؛لذا فلا يمكن أن تكون 4م 
عدودة ٠‏ وسا أن 1/4 مجسوعة عدودة اختيارية » فاننا نستنتج أن + ٠‏ لايسكن أن 
يدوي مجدوءات كثيفة بحيث تكون هذه المجدوعات عدودة . لذا فان *ر غير 


فصول ه٠‏ 


)؟-١-١( الفضاء ”7 . الفضاء © » حيث + >م>1 »2 فصول‎ ٠١-١ 
: المرهان‎ 
لتكن 34 مجسوعة كل المتتاليات .ا الى هي من الشسكل‎ 
ب( , * * * ,7 برو) د بر‎ 0, 0,2-( 


حيث , أي عدد صحيح موجب ؛ وحبث الاعداد :2 عادية ٠‏ من الواضح أن 34 
عدودة ٠‏ ستبين الآن أن 14 كثيفة فى ”7 ٠‏ لهذا نفترض أن ”اء(6)-» عنصر ما ٠‏ 
عندئذ اتوحدك لكل عدد مو حب تماما م عدد صحيح موحب »م ) تابع ل 0 
بحيث يكون 

م 3 

> ةا ,2 

2 مدر 
وذلك لان الطرف الأسين من هذه المتياضة هو باقى متسالسلة متقارية ٠‏ ولما كانت 
مجموعة الاعداد العادية كثيفة في © فانه بوجد لكل تج عدد عادي ,» قريب 
مته . لذا فيمكننا ضمان و<ود عنصر مر من ير بحقق الشرطل 


1 "ارد - وا 3 


ترتي على هذا أن 


58 سد 


جلاع ي> 221 ]ررم | 2 -[(وب)4] 


لذا نجد أن ><« ,)4 » وبالتالي فاننا نرى أن 14 كثيفة في 1 * 


سسائل 
١‏ س برز استعمالنا لمصطلحى « الكرة المفتوحة » و « الكرة المغلقة » وذلك 
باثيات أن 01 اكه تيا في بجو ترما (2) كلك ة مغلقة 


اا بل ة الممتوحة 8).:1 في 8 ؟ وما هي في © ؟ (١1اله) ٠‏ 
ما هى هذه الكرة في 6ه ]0 ؟ ا ا اشرح الشكل 00 ٠‏ 


الشكل (8) ٠‏ النطفة الحاوية على بيانات الدوال + اللتمية الى 1 -م 
والني تشكل الجوار + » حيث 1/2 :-م » للدالة من 
[11-]0 » بفرض أن م 00 
0 لنأخد الفضاء [+0]0,2 ٠‏ عكن أصغر عدد ,م بحيث يكون مبعا)قع اه 
بعرض أن تصلود ()ع واعوم - ()بر ٠‏ 
فضاء متري (ه ين مفتوحة هو أن تكون اجتماعا لكرات مفتوحة ٠‏ 
3 من المهم أن ندرك بأن بعض المجموعات قد تكون مفتوحة ومغلقة في آن 
“للع لاق انهدا مص ولاق ارح دل ل الت 


ا بيد 


أنه اذا أخذنا فضاء متريا متقطعا جر 56 فان كل مجموعة حزئية فيه 
مفتوحة ومغلقة معا ٠‏ 

5 اذا! كانت م نقطة تراكم في مجموعة (4 4-036 » فبين أن أي جوار للنقطة 
م تحوي عددا غير منته من نقاط 8 ٠+‏ 

ا صف لصاقة كل من المجموعات الجزئية التالية : (1) مجموعة الاعداد 
الصحيجة في 8 ٠‏ (ب) مجموعة الاعداد العادية في ٠‏ (ج) محموعة 
الاعداد العقدية التي أقسامها الحقيقية والتخيلية أعداد عادية ٠‏ [06 القرص 
©1>امااع ٠.‏ 


م4 بين أن اللصاقة ( .)8 لكرة مفتوحة .)8 في فضاء متري يمكن 
أن تكون مختلفة عن الكرة المغلقة (0 :)8 ٠ه‏ 

و أثبت أذ قمع 8م 2 بقلم -8 20 ,3ق بقعم 

٠‏ اذا كانت * نقطة ليست منتمية الى مجموعة مغلقة 4 فى (4<) » فان 
المسافة بين النقطة والمجموعة لا تساوي الصفر ٠‏ لاثبات هذا ء أثبت أن ' 
الشرط اللازم والكافي كي يكون مءء هو أن يكون 0 40 بام ( راجع 
المسألة ٠١‏ من البند 5-ل5)ء ء ان 4 هنا هي أي مجموعة جرثئية غير خالية 
في ٠‏ 

١‏ (الجبهة أو الحت ) ٠‏ نقول عن نقطة « انها نقطة جبهية لمجموعة م فى 
كي اذا كانت « نقطة من عر ( قد تنتمي الى ه أو لا تنتمي اليها ) بحيث 
يحوى أى جوار ل + نقاطا من ونقاطا لا تنتمى الى. 4 ٠‏ وتسمى مجموعة 
التثايد الحرمية له سيهة ( أ رحد ) جز».يقفد بجبهة كل فشن المجموغات 
التالية : (5) الفترأت (1,1-) و (1.1-]و [1,1-] في © ٠‏ (ب) مجموعة الاعداد 
العادية في هه ١ج‏ القرص 116 >امااةا والقرص 0 ف 

١س‏ (الفضاء [ؤ.م]ه ) ٠‏ بيكن أن الفضاء [مه]ه © حيث م>ه » ثغمير 
فصول (551)ء 


بن إلا يم 


+اح بيكن أن الشرط اللازم والكافي كي يكون فضاء متري + فصولا هو أن 
بوجد فى ا مجموعة جزئية عدودة ٠‏ اتتمتع بالخاصة التالية : يوجد لكل 
عدد موجب ماما » ولكل عنصر + من © عنصر ١‏ من لا بحيث تكون 
م>(لا )4 0 ١‏ 

5 ( التطبيق المستمر ) ٠‏ أثبت أن الشرط اللازم والكافي كي ,يكون التطبيق 
اهيار مستمرا هو أن تكون الصورة العكسية لكل مجموعة مغلقة 
في الا مجموعة مغلقة في > ٠‏ 

١ بين أن صورة المجموعة المفتوحة وفق تطبيق مستمر لبسست بالضرورة‎ ٠ 


5١‏ التقارب » متتالية كوشي 6 التمام 


نحن نعلم بأن متتاليات الاعداد الحقيقية تلمب دورا هاما فى الحساب 
اللفاضلي والتكامني »وآن. الترلك على جر بهو الذي يمكئنا من تعر يف المهموم 
الاساسي لتقارب هذه المتتاليات ٠‏ انْ هذا الكلام يسري على متتاليات 0 


العقدية كذلك ذلك أننا نستعمل في هذه الحالة المترك المعرف على المستوي 
العقدي ٠‏ ه ان الامور تشير بصورة م مماثلة فى حالة المضاءات المترية العامة 


(30,0) -< 26 » أي أننا هنا نأخذ متتالية )نك من العناصر 0 فى ع2 6 
ونستعمل المترك بهدف تعرايف التقارب بصورة مشاهة لما فعلئاه فى الحساب 
التفاضلى والتكاملى ٠‏ 


١-5س١1‏ تعريف ( تقارب المتتاليات . النهاية ) 


نقول عن متتالية في فضاء متري «4 ,) -ير انها متقارية اذا وجد عنصر 
+« من ع بحيث نكون 


0 >( ,ىند)4 هنا 


0 ك5 


تسمى »« نهاية المتتالية (<) » وذتكتب 
ع - د سنا 


أو 


7س 0" 


وعندئذ نقول بأن ()4 تتقارب من براء أو إن »م نهاية المتتالية () ٠‏ واذا 
لم تكن ا متقارية » قلنا انها متاصدة ٠‏ 

كيف يستعمل المترك 4 في هذا التعريف ؟ نحن نرى بأ 4 تعطي متتالية من 
يترتب على هذا أنه اذا كان »وج ٠»‏ وكان 0<عم عددا معطى » قأنه بوحد 
عدد صحيح موجب (و)نم -]م بحيث أن جميع العناصر بد » حيث 27<» » تقع 
في الجوار ع للنقطة عر ( أي في (عبع)ر )* 

ولتجنب سوء فهم قد يحدث » فاننا تلاحظ أن نهاية متتالية متقاربة يجب 
يجب أن يكون نقطة من الفضاء يا في ٠ ١4١‏ لنفترض مثلا أن بر هو الفترة 
الممتوحة (0,1) فى 8 المزودة بالمترك المألوف: المعرف بالمساواة |<ا- |( 4)6ء 
عندئذ لاتكون المتتالية 3,.41,٠0٠0(‏ ,) متقاربة » ذلك أن النقطة 0 التى « تود 
المتتالية أن تتقارب منها » ليست واقعة في ع * وسنعود الى هذا الموضوع والى 
مواضيع مشابهة في البند الحالى ٠‏ 

لين أولا أن خاصتيين مألوفتين للمتتالنات المتقاربة ) وهما وحدانية النهابة 
والمحدودية ) ينتفلان من الفضاء # الى الفضاءات المترية العامة ٠‏ 

نقول عن مجموعة جزئية 34 فى ]3 انها مجموعة محدودة اذا كان قطرها 


(< ,)4 مودو ع )8 
اع بزرعرد 


ل ##*» ا اللمدخل الى التحليل الدالي مم 


عددا منتهنا + وتقول عن متتالية (من) في 6 انها متتالية محدودة واذا كانت 
المجموعة المؤلفة من حدودها مجموعة محدودة في > ٠‏ 

ومن الواضح أنه اذا كانت 84 محدودة » فان :)8 84 » حيث مد أي 
نقطة في 6 » وم عدد حقيقي موجب ( كبير بقدر كاف ) » والعكس صحيح ٠‏ 
١-4؟‏ تمهيدية ( المحدودية ) النهاية ) 

اذ! كان (364)-ع2 فضاء متريا » فان : 

)غ0( كل متتالية متقاربة في ©[ محدودة » ونهاتها وحيدة ٠‏ 

(ب) اذا كان مح يبد و برج مر في كز » فان (( مك جب (ميه40 اه 
المرهصان : 


() لنفترض أن «ج مد ء لذا فانه اذا آخذنا 1-ء ء فاننا تتمكن من 
ابحاد عدد صحيح موجب [ل دحيث تتحقق المتباينة 1 >( .)4 اا كان م الذي 
يحقق الشرط/<م ٠‏ بيترتب على هذا استنادا الى متباينة المثلث (م4) من البند 
١١‏ أنه أيا كان © » قفان »+1>(* .)4 » حيث 


!(*ريى<)4 , ٠ ٠١‏ ,( )4ك ) دهم - ع 
اذن فالمتتالية (:*) محدودة ء واذا افترضنا أن بح يد وء جب ير » فاتنا 
نستنتج وفق (46) أن 
0+0 حب (2 ,)4 + (,د ,)4 5 (2 ,)4 05 
وعندئذ نجد الوحدانية 2-* للنهاية كنتيجة للخاصة (م) ٠‏ 
(ب) لدينا استنادا الى (1) من البند ١١‏ 
٠(غلا‏ )4 + (( ,4)3 + (2< ,من3) 4 5ك (ولا جين4)3 


مسد ]# ندم 


لذا فحد المتباينة 


(زى,:ا)ك + (< ,د2) ك ك (لا 3 ) 4 - (ملا ,)4 


ومتياينة مماثلة بالمبادلة ما بين <د و + وما بين .نر وير ثم بالضرب ب 1- ٠‏ 
ونترتب على هاتين المتباينتين أن 


0 حب (بز ويلا)4 + (* ,)4 ك |(( 3) 4 - (ورلز ,مة)4| 

عندماه جمدم وق 

سنحدد الآن مفهوم التمام في الفضاءات المترية » ذلك المفهوم الذي سيكون 
أساسيا في أبحاثنا القادمة ه وسترى أن التمام لا ينتج عن 609 ب )م04 من 
البند ١١‏ » ذلك أن ثمة فضاءات مترية ليست تامة ٠‏ وبعبارة أخرى فان التمام 
هو خاصة اضافية قد بتمتع أو لا بتمتع بها فضاء متري ٠‏ ولهذه الخاصة 
تنائج مختلفة تجعل الفضاءات التامة « أجود وأبسط © من الفضاءات غير 
التامة ء وسيغدو معنى هذا الكلام أوضح كلما تعمقنا في دراستنا لهذه 
المضاءات ٠‏ 

لنذكر أولا أن الشرط اللازم .والكافي لتقارب المتتالية الحقيقية أو العقدية 
() فني المحور الحقيقي 8 أو في المستوي العقدي © هو أن تحقق 
معيار ( أو رائز ) تقارب كوشي » أي أن بوجد لكل عدد موجب تماما ع عدد 
صحيح موجب (2/)6-/1 بحيث تتحقق المتباينة 


> بد | 


أا كان العددان الصحيحان 7287# اللذان يحققان الشرط 20<#.” ٠‏ ان العدد 
إد-يد! هنا يمثل المسافة (,د )ىح بين بيد و بي على المحور الحقيقي 
بالشكل : 1 

7< ورم ع >> (مند ,ب" ) 4 


ع8 امت 


وبمكن تسمية كل متتالية (,0) تحقق تحقق_شرط معيار كو شي متتالية كوشي .. عندئذ 
ينصن- معيار-كوشئ كانت عجان رديه اللازم والكافي كي تقار متتالية من 
الاعداد الحقيقية أو الاعداد العقدية في # أو في © على الترتيب هو أن تكون 
هذه المتتالية هي متتالية كوشيءان هذا الامر الذي يصحفي © وح غبر صحيح من 
.سوء الحظ في فضاءات أغم » اذ أنه قد توجد في بعض هذه الفضاءات متتاليات 
لكوشي دون أن تكون متقارية ٠‏ وهذه الفضاءات تعوزها خاصة هي من ن الاهمية 
لدرجة أنها تنستحق ان تسمى بخاصة التمام ٠‏ وقد اهاب هذا الاعتيار يشر نشيه 


(5هو1) لابراد التعريف التالي . 
4-١‏ تعريف ( متنالية كوشي » التمام ) 

نقول عن متتالية (+) في فضساء متري (4 )<2 انها 
متنالية لكوشي ( أو مشنالية أساسية ) اذا وحجد لكل عدد موجبفا ع عدد 
صحيح موجب (ع)31 -/3 بحيث نكون 


6 >> (جة ,)4 )1( 


أنا كان العددان الصحيحان 00 المجحققان للشسرط اخ < عر رود . وبقال عن 
الفضاء ؟*ا انه تام اذا كانت كل متتالية لكوشي فيه متقاربة ( أي اذا وجد لها 
نهابة منتمية الى > ) 8٠‏ 

ويقتضي معيار تقارب كوشي معبرا عنه بدلالة التمام المبرهنة التالية : 


) مبرهنة ( المحور الحقيقي 6 المستوي المقدي‎ 4-4-١ 

أن الحور الحقيقي والستوي العقدي هما فضاءان متربان تامان ٠‏ 

وبوجه أعم » فاننا سترى الآن مباشرة من التعريف أن الفضاءات المترية 
التامة هي بالضبط تلك الفضاءات التي يبقى فيها شرط كوشي 1) شرطا لازما 
وكافيا للتقارب ٠‏ 


هذا وسندرس بصنورة نظامية فى البند التالي تلك الفضاءات المترية التامة 

وغير التامة والتى تحظى بأهمية بالغة من حيث تطبيقاتها + 
أما الآن فسنورد عددا قليلا من الفضاءات غير التامة البسيطة والتي يمكن 
الحصول عليها سرعة ء ان حذف نقطة © من المحور الحقيقي يعطينا الفضاء غير 
التام (ه)-8 ء وبصورة أكثر تطرفا » فاذا حذفنا كل الاعداد غير العادية فاننا نجد 
:.المدور العادي 0 4وهو فضاء غير تام ٠‏ والفترة المفتوحة (5 ,ه) المزودة بمقصور 

المترك المعرف على © توفر مثالا آخر لفضاء متري غير تام » وهكذا + 
يتضح من التغريف أن الشرط (1) في فضاء متري كيفي قد لا يكون 
كافيا للتقارب ذلك أن الفضاء قد يكون غير تام ٠‏ ان الادراك الجيد لهذا الامر 
على غاية من الاهمية » لهذا سنورد. المثال البسيط التالي ء لنأخذ المجموعة 
[0,1) - المزودة بالمترك الألوف المعرف بالمساواة ود ء|- ره » ولنأخذ 
المتتالية )ب خيث 1ح و1,2,...009-م ١‏ ال هذه هى متتالية كوشى »2 
الا انها ليست متقاربة » ذلك أن النقطة 0 ( التي «تود المتتالية أن تتقارب منها» ) 
ليست نقطة من > ٠‏ وهذا «وضح أيضا أن مفهوم التقارب ليس خاصة ذاتية 
للمتتالية تفسها » بل انها تعتمد أيضا على الفضاء الذي تقع فيه المتتالية ٠‏ وبعبارة 
أخرى فان المتتالية المتقاربة ليست متقاربة « كيفما اتفق » غ بل انها بحب أن 
تتقارب من نقطة في الفضاء ٠‏ 

ورغم أن الشرط 1) لا يكفي للتقارب » فمن الجدير بالملاحظة أن يبقى 

شرطا لازما للتقارب » الامر الذي تبينه المبرهنة التالية ٠‏ 


١4-1مت‏ مبرهئة ( التنالية المتقارية ) 
كل متتالية متقاربة في فضاء متري هي متتالية كوشي ٠‏ 
المرهان : 
اذا كان + هه يرد قانه بوحد لكل عدد موجب 6م عدد صحيح موجب 


(8-1/)6ة بحيث أن 
* .)4 


بلالا يدم 


أي كان العدد الصحيح المحقق للشرط بح <, و 0 
يترتب على هذا استنادا الى متباينة المثلث أنه اذا كان /2<ه بم فان 


9 -0>2+9* و36) 4 + (< )4 5 (بجلا رورة) 04 


وهذا بشبت أن 69 هي متتالية كوشي ٠‏ #' 

سترى أن العديد من النتائج الاساسية ( في نظرية المؤثرات الخطية مشلا ) 
تعتمد على تمام الفضاءات الواردة آنذاك ٠‏ وتمام المحور الحقيقي © هو أيضا 
السبب ال ركيسى الذي .بحعلنا نستعمل 18 في الحساب التفاضلي والتكاملي بدلا 
8 من المحور العادي 0 ((وصو مجموعة الاعداد العادية المزودة بمقصور المنرك 
المعرف على 8#)ء 

لنختتم فصلنا هذا ثلاث مير هنات ترتبط بالتقاري والتمام » اذ أننا نحتاج 
اليها في الابحاث القادمة ٠‏ 


١1-؟س'‏ ميرهنة ( اللصاقة » الجموعة المفلقة ) 
اذا كانت 04 مجموعة جزئية غير خالية من الفضاء المتري .4 ,آ) 5 
4 لصاقتها المعرفة فى البند السابق » فان : 
() الشرط اللازم والكافي كي يكون اع هو أن توجد متتالية (ييه) 
فى 34 بحيث أن عن سس وى 
(ب) الشرط اللازم والكافي كي تكون 14 مغلقة هو التالي : اذا كانت 
«د أي متتالية من عناصر 4 متقارية من +« » فان يدع ٠‏ 
البرهصان : 
09 8 لنفترض أن للع ٠‏ فاذا كان 84ع»« » فان المتتالئة ب) 
تتقارب من عدء أما اذاءكان + » فان 2ع نقطة تراكم ل ارء لذا فان كل 


سا7 سلده 


كرة («/1 :8)2 »© حيث 2,20١‏ ,1< ير » تحوي عنصرأ مد هن 214 ٠‏ وبالتالي فان 
ع جدود لان 60ج م/1 عندما ه ىر 5 1 
وبالعكس »ء فاذا كانت (,<) متتالية في بمو بحيث أن جابيد ؛ قفان 
4ع ؛ أو أن كل جوار للنقطة عم بحري نقاطا بد مغايرة للنقطة + » وعندها 
تكون + نقطة تراكم للمجموعة ٠14‏ لذا فان لقع عا استنادا الى تعريف اللصاقةء 
(ب) لما كان الشرط اللازم والكافي كي تكون )8 مغلقة هو أن يكون 
14ح زر[ ؛ فان (ب) تننج مباشرة من (1) 8٠+‏ ِ 


١-)سلا‏ ( الفضاء الحزئي الثام ) 


الشرط اللازم والكافي كي يكون الفضاء الجزئي وم من فضاء متري تام هر 
فضاء تاما هو أن تكون المجموعة 24 مغلقة فى > ٠‏ 


البرهان : 

لنمترض الفضاء الحزئى 84 تاما ٠‏ عندئذ نجد استنادا الى (1) من اسوسة . 
أنه بقابل كل ».من 84 متتالية () في ا متقاربة من + ٠‏ ولما كانت 
)ج06 متتالية كوشى وفق ١-4ه‏ وكان 34 ناما » فانه يوجد للمتتالية ),بد) 
نهاءة فى )ا » وهذء النهابة وحيدة استنادا الى 54١‏ ه أذن كلقع ء الامر 
الذي نبين أن 4 مجموعة مغلقة لان النقطة » من 44 كانت كيفية ٠‏ 

وبالعكس » لنفترض أن 84 مجموعة مغلقة » وان () متتالية لكوشي في 
ء عندئذ نرى أن .د تنقارب من نقطة + في ا » الامر الذي ,يقتضي أن 
5+ استنادا الى (5) من 584١‏ » وان 34+« لان 834-14 فرضا ٠‏ نستنتج 
من هذا أن متتالية كوشي الاختيارية (:) تتقارب في مو» الامر الذي يثبت 
تمام قر ء 

ان هذه المبرهنة بالغة الاهمية » وسنستخدمها كثيرا فى أبحاثنا المقبلة'» 
ويتضمن المثال ١ه"‏ في البند التالي أول تطبيق نموذجي لها ٠‏ 


--.ب-تبنين المبرهنة الاخيرة من_ميرهنائنا الثلاث الحالية أهمية تقارب المتتاليات 
لدى “تحثنا في استتزار نطبيق ٠‏ 


١6م‏ مبرهنة ( التطبيق المستمر ) 


الشرط اللازم والكافي كي يكون التطبيق م« ييز :7 من فضاء متري 
(4 ,) في فضاء متري (2 ,لا) مستمرا في نقطة ,بد من + هو أن يقتضي الشرط 
ع 0 الشرط اي ا 8م ال 
اليرهان : 

لنفترض أن 7 مستمر في النقطة , (٠‏ راج التعريف اخسم) عند 


شايل العدد ال موجب © عدد موجب 8 بحيث أن 


8>> للع وال نخسي ع > (ن15 ,00103 


رم أن جيعد ه عندئذك بوجد عدد حب بإ بحصث أنه اذا كان 
0 أي عدد صحيح يحقق الشرط ار < ير فان 


.8 > (من ورنة) 04 
لذا فاننا نحد نْ 
.ع > (150 ,15 )0 


أيا كان العدد الصحيح , الذي يحقق المتبابئة بردم ٠‏ وهذا يعني تعريما أن 


7 62 ف 
وبالمكس » » لنفترض أن الشرط سا ورور يقتضي م75 عب ,1 » ولنثبت 
أن 7 تكون عندئذ مستمرا في 0 ٠‏ اذا لم نقبل بصحة هذا الامر » فانه بوجد 


-“عدد موجبفا 2 بعك آنه يقابل كل عله توح 8 عنصم + مغابر ل 
لك بحيث _تحقق الشرط 8>: ,)4 »6 وتكون فى الوقت نفسه 152026 ,0)12 ٠‏ 


ساو يم 


وححده ل ا اخترنا «/8-1 ؛ فيوحجك يد يحيث تتحقق الفسرط 
>( :4603 »؛ ويكون في الوقت نفسه 6 2 1:0 ,ب4)1© + ومن الواضح أنه 
عندمذ يكون مده نيد » الا أن (22) لا تتقارب من م3 ٠‏ ان هذا يناقض 
افتراضنا بأن ,2:2 جه 1 وشبت صحة الممرهنة ٠‏ 8 


مسسائل 

١‏ (المتتالية الجزئية ) اذا كانت متتالية (+:) فى فضاء متري * متقاربة 
وكانت نهانتها » » فبين آن كل متتالية جرئية () من (0) تكون متقاربة 
كما تكون لها النهاية « تمسها ءه 

؟ ‏ اذا كانت بد متنالية كوشبى ووجد لها متثنالية جزئية 3 متقاربة مسن 
7 » فبين أن المتتالية ع متقارية وان لها النهاية + نفسها 0"١‏ 

#٠‏ بين أن الشرط اللازم والكافي كي يكون »م .» هو أن يقابل كل جؤار 
للنقطة ع عدد صحيج 01 بحيث كلون “عد أ كان 4 المحقق 
للقسوظ م < عر »و 

عب اسوك لوعن وين محدودة ٠‏ 

ه ‏ هل دكفي كون متتالية في فضاء متري محدودة كي تكون متتالية لكوشي ؟ 
وهل تكفى هذه المحدودية لتكون المتنالية متقارية ؟ 


+ اذاكانت د) و( متتاليتين لكوشي ف فى فضاء متري (4 بع » فمالن 
أن (ه) ‏ © ححيث (رلا )4 - مه ل 


#االته قدم برهانا غير مباشر على الشق (ب) من التمهيد ]ما * 


8ه ائحه اذا كان 4١‏ و 42 داح ع عر واس ور ندا موجبان 
6 وام بحيث تتحقق المتباينة 


(طا ,)فط كة (لا ,)يك 5 (لا 641)3 


ع ٠.‏ 0 001 3 عو 
أب كان العنصران ور من عر فا نت أن الرط- اللازم والكاني كي 


تكون متتالية ما هي متتالية لكوشي في الفضاء 40 6:) هو أن تكون مثتالية 
لكوشي في الفضاء (يك ,16) ه 

كت بالافادة من التمرين ه أن الفضاءات المتربة ف في المسألتين وه٠‏ من 
اليند 5١‏ لها نفس متتاليات كوشي ٠‏ 

550 أثبت استنادا الى تمام الفضاء 8 أن الفضاء © هو فضاء تام كذلك .. 


١و‏ أمثلة ٠.‏ برآهين التمام 


في العديد من التطبيقات » تعطى أولا مجموعة <* ( كأن تكون محجموعة 
متتاليات أو مجموعة دوال أو غيرها ) » ومن ثم تصنع من هذه المجموعة فضاء 
مترءا » وينم هذا بأن نختار متركا 4 على خا ٠‏ بعد هذا نبحث فيما اذا كان 
الفضاء الحاصل (364) بتمتع بخاصة كونه تاما ٠‏ ولاثيات التمام » فاننا تأخذ 
0 متتالية كيفية لكو شي () في جز © ثم تثبت أنها متقاربة في ااه هذا وان 
البراهين تختلف في درجة تعقيدها » بيد آننا نسلك فيها جميعا الخطوات العامة 
التالية : : 

() توجدعنصرا + ( ستعمل كنهاية للمتتالية )) ٠‏ 

() نثبت أن # واقع في الفضاء قيد الدرس ٠‏ 

:)نشت أن جيم ( بالنسية للمترك ) ء 

سنقدم فيما بلي براهين التمام لبعض الفضاءات المترية التي ترد كثيرا في 
الابحاث النظرية والتطسيقية وسيلاحظ القازىء أننا في هذه البراهين ( كما 
سنرى في الامثلة بدءا من ١ه ١‏ وحتى اهمه ) نستعين بخاصة تمام المحور 


الحقيقي أو المستوي العقدي ( المبرهنة 4-١‏ ) 3 


يسم 5 بسي 


أمتلية 


10-1 تمام ع و © . الفضاء الاقليدي “#2 والفضاء الوحدي ") تامان 
((حكسه) « 
البرهسان : 
لنأخدذ أولا 7 ٠‏ لقد سبق وعرفنا المترك على 0 (أي المرك الاقليدي ) 
بالممساواة 


1/2 ل 
[*0-ه) 0 -1 )4 
[ عدر 
حيث رن)-<ع 5 رو) در ( راجع 0 مبن اليند ٠ ( ١-١‏ لتأخد أبة متتالية 
لكوشي (.:) في “#8 : حيث (نييع ,...,مبيع) - ير ء لما كانت (.*) متتالية 
لكوشي » فانه يقابل كل عدد موجب م عدد صحيح موجب 8 بحيث يكون 
1/2 ل 
ا دم بم م> (تمه دق )دم مجلا ) 4 )1( 
1 عدر 


ونجد بعد التربيع أنه عندما كون 7غ << بسر و م1220 ددر كان 


5 > لاع لسع و 1 ةي اد 0 


1 


المتتالية تنقارب 4 ولنفترض 0 ع# مااع عندما ده م ٠‏ ستعرف 

باستخدام هذه النهانات التى عددها 1 العنصر زكرن )ادع ٠‏ الاحظ بوضوح 1 

أن "68+ وأنه بيترتب على (1) عند جعل «جم أن 
8 حور < جم كك (عدانداك 


دن ات 


سين هكا أن ده النهانة- للستتالمة 0 »-وهذ! .شت" اتسام “جر..لان 5 كانت 
مخالئة كبة لكوي أناتيام » ؛ فينتج عن المبرهنة 4١‏ 4 باتباع الاسلوب 


ذاته فى البرهان ٠‏ 
١ذمل؟‏ تمام “/. الفضاء */ تام (أساسا) 
المرهسان : 


لتكن (.ه) آي متوالية لكوثي في الفضاء “ا » حيث 70,٠٠00‏ '"أة) > مك 
لما كان المترك على ا بالمساواة 


أب - | مناه > رلا ,)4 
7 


[ حيث لاع ف (و) در 2 وكانت (ينند) متتالية كو شي . كانه قال كل 


عدد موجا هم عدد صحيح موحجب تحيث أن 
ع > لاع نرم ناة 15 مد ) 04 
أن 3 العددان الصحيحان يق المحققان للشرطه /اى< بر زرا عه إترانبت على 
هذا مباشرة أنه اذا كان 1 أى عدد صحيع موحب مشبت 6 فان 
لا < ور باص) ع > لكك نت | )2 


لذا فان المتتالية 600-00 ,''/6) أيا كان العدد المثبت م هي متتالية عددية لكوشيء 
وبالتالى فانها تتقارب استنادا الى المبرهنة ١-4؛ ٠‏ لنفترض مثلا أن م جب "بم 
عندما * مر م وبأخذ هذه النهايات جميعا 8.٠١0‏ ..6 فانتا ستعرف 
#0 جداء شنبين الآن 1< وأن بحس وداه لسللتج من (2) 
عندما «#أميدم أن 


بلحس مك 26 [لييفتخ 


حك جنا 1" بدت 


بما أن “1 ع(6/0) - ا » فيوجد عدد حقيقي ,6 بحيث | تكون 0862| أيا كان 
[.» لذا يترتب على متباينة المثلث أن 


.27 < بس ل كنا 
ا كانت هذه المتيانة صحبحة أن كان 7 4 وكان الطرف الاسن لاحوي 01 4 كان 
2 متنا لبة محدودة من الاأعداد ٠‏ وبالتالي كات “ا ع(ن) دعر ٠‏ كذلك » فاننا 
نحد من *0) أن 


.ا < بجع مإ - "| ناه > لع )4 


وهذا سين أن ««رجدع ٠‏ ويسا أن ١‏ (ن) متتالية كيفية أتكوشى . فان ") 
قضاء تام 3 


اهمأ تمام الفضاء م ٠‏ 
والمزودة سقصور المترك المعرف على > ٠.‏ 

ان الفضاء © نام 
المرهان : 

إن © قضاء جزتى من */ ٠»‏ فاذا أثبتنا أن + مغلق فى “) : فاننا نستنتج 
تسام » استنادا الى المبرهنة ١4لا‏ * 

لنأخذ عنصرا اختباريا © ©(5)- 8 ؛ حيث > لصاقة »© ٠‏ عندها نحد اعتمادا 
على الشدق 0( من ا اا أن هئالك متثالية مع ")ع ند بحيث أن 6 سحت يريا 5 
وبالتالى كانه يقابل العدد الموجب م عدد صحيح موجب م بحيث أنه أيا 
كان : الذى بحقق الشرط / 22م وأبا كان 7 فان 


>1 اك ك إع -"ع! 


بم ته لم 


وبوجه خاص ذفان هذا تتحقق عندما بح -», .أيا.كان. بر .٠ه‏ وبما أن ©ع... » فان 
حدوده الع تشكل متنالية متقاربة 4 وهذه المتتالية. همى متتالية كوشى ٠‏ اذن 
هتالك عدد صحيح موجب 3 بحيث يكون 


00 انيع لازي 


2 


التالية 


وعندئة يترتب على متباينة المثلث أنه اذا كان ,62 ,مر » فاننا نجد المتباينة 


5 2 لاس )ا اليس كلاس ]ل فلاس 
م كات ليق ني داج ات ح ق| كاي -ن 


وهذا شت أن المتتالية (5)-ع متقارية ؛ الامر الذي يترتب عليه أن ع عن ٠‏ ولما 
كان العنصر 6ع اختياريا » فان 9 مغلقة فى نهدا © وعندئد نساللاعج نمام الفضاء 
بالعودة الى الممرهنة ١4لا 8٠+‏ 

أسقهة تمسام الفضاء ”77 ٠.‏ 


الفضاء ”1 تام » حيث نفترض م عددا مثبتا بحيث أن ه+>م>1 ( راجع 
ابم ٠)‏ 


اليرهمان : 
لتكن () متتالية ما لكوشى فى الفضاء 7 + حبث 297,٠00‏ ,0]ك) بد ء 
عندئذ يوحد لكل عدد موجب 86 عدد صحيح موجب 7( بحيث تصح 


1/8 - 
ع > ”200 - "ها يق) - ليد متاك 
أن كان العددان اله حيحانث م المحققان للشرط غخل< سا٠‏ 


بحدن ا ابت 


يترتب على هوا أنه أب كان العدد الصحيح الموجب 7 » فان 


.لخ < رريام) ع > "رت "| )4) 


1 


لتخنتر عددا مثيتا ر ٠»‏ نستنتج من (4) أن(... ,2ع ,«إ#)متتالية عددية لكوشى» 
مثلا أن ب مس رع غندها يد ين .+ عند اد يمكننا أن نستخدم هذه النهانات 
لتعريف العيصر .يع ,هادع » ومن ثم اثيات أن "اعد وان «مايء . 


0 تلاعج من (3) أنه اذا كان ميم أى عددن صحيحين يحققان الشرط 
له <م ,7 فاأن 


0 


عد 
12,20 دعغ) مع > ماصع تيع ١‏ 
1- 


0 
وبجعل مهي بر »© فاننا نحد بفرض ]لخ < بجر أن 
5 
1,2,0 دعغ) مم > مزع - "2 
1م 


سكئنا الآن جعل -همغم, ٠‏ عندها نجد يشر ض أق < وبر أن 


مع ك مخ د نع 1 5( 
دز 


ان هذا ببين أن “اءرق-'"#)- «-يي ٠‏ وبما أن “اع.» » فانه يترتب على 
متباينة منكوفسكى (12) من البند 51 أن 

ْ 6 د دي 
وفضلا عن ذلك » فان المتسلسلة في (5) تمثل "إزيزى«)ك] » وهذا يعني أنرى) 


الع يد 


تقنضي بآن ايكون بر ءا ٠‏ ولا كانت 05 متتالية اختياربة لكوشي » فان 
هذا شت يبت تمام الفضاء "/ » حيث ه+>م5>د1 ٠ق‏ 


أسممه ‏ تمام الفضاء [9يه]© ٠‏ 
أن الفضاء الدالي [طبمه0 تام » حيث [6.ه] أي مجال مغلق في # ٠‏ 

( راجم اام ) ٠‏ 

المرهصان : 1 
لتكن )ب متتالية كيفية لكوشي في [ > ٠‏ لذا فاذا أ”عطينا عددا 

'موجبا + »فاته يوجد عدد صحيح موجب /2 بحيث أنه أبا كان العمددان 

:الصحيحان « :م اللذان كبران /ر فاننا نجد 


© > )م - )مد | “تققد - زد )ك4 )6( 
حيث [5.ه]-7 ٠‏ لذا فاننا نجد عند تثبيت 67 -) أن 
.87 < م 7 م 6 > ]لم )بذ - (40) بأ 


وهذا سين أن (٠٠ ١(‏ )ب ,(1)رع) هي متتالية عددية لكوشى ٠.‏ وبما أن 8 قام 
) إاسة-ة ( 6 فان هذه المتتالية لايد أن تتقتارت" . 0 لنفترض مثلا أن 
زواع سب (م6 )ىد صئدما ه جيرر ٠‏ يمكئنا بهذه الطريقة أن نقايل كل غعنصر 


رع بعدد حقيقي وحيد 0) » وهذا يقود الى تعريف دالة 1 (نقطيا) على ر ٠‏ 
ستبين الآن أن [0]4,6© ©ء وأن «رجسديعم . 


ع في )6) فان 
(20 <0) م )ع - فاضا عقيس 


لذا نحد المتبانة التالية" أن كان 2 0 


نامسد 


.(/ < يم) ع ك إلم)ء - همادا 

وهذا سين أن (0).) تتقارب من )م بانتظا معلى ر ٠‏ ولما كانت الدوال .د 
مستمرة على 7 وكان التقارب على ر منتظما » فان دالة النهابة » مستمرة على 
ل » كما هوه معروف ( راجع المسألة ه ) ٠‏ اذن فان [5,ه]0 + ٠‏ واذا لاحظنا أن 
[0.©]© عد فاننا تكون قديرهنا على تمام الفضاء [طبه]0© ١٠لا‏ 

لقد افترضنا هنا » كما سبق وفعلنا فى +١1١‏ أن الدالة * حقيقية »وذلك 
بقصدالتبسيط ٠‏ لذا يمكننا القول عن الفضاء [4,5]© بأنه حقيقسي ٠‏ وبصورة 
مماثلة » فاننا نحد الفضاء العقدي [ؤ.ه© اذا أخذنا الدوال العقدية المستمرة 
المعرفة على 8-[ة,ه] ٠‏ ان هذا الفضاء تام كذلك » الامر الذي يمكن التثبت 
ذه لق هما دياك 

وفضلا عن ذلك » فان البرهان سين صحة الحقيقة التالية : 


اهملا" مبرهنة ( التقارب المنتظم ) 
ان التقارب + + .: في الفضاء [( ,]0 هو تقارب منتظم > أي أن المتثالية 
(-) تتقارب بانتظام على [5يه] من + ٠‏ 
لذا فان المترك على [5 ,4]© يحدد تقاربا منتظما على [8 يه »> ولهذا السبب 
فانه يطلق على هذا المترك أحيانا اسم المترك اللنتظم ٠‏ 
' وللتوصل الى فهم جيد للتمام ولمفاهيم أخرى ترتبط به » فاننا سنورد في 
الختام بعض الامثلة ٠‏ 


امثلة على الفضاءات المنرية غير التامة 
ممما الفضساء 0 
وهو الفضاء الؤلف من مجموعة الاعداد جميعا © المزودة بالمترك المألوف 


المحدد بالمساواة إنو-ع|-(4)«,9 © حينك 6ن ب * سمى هذا المضاء 
المحور العادي © وهو ليس تاما ٠‏ ( لاذا ؟ ) 


4غ ب اللمدخل الى التحليل الدالي ه؟ 


م .له الحيودنات 


ييف لسرن 


لتكن ا مجموعة كل الحدوديات التي نعتبرها دوال للمتغير ؛ على مجنال 
مغلق محدود [ؤيه]-, » ولنعرف متركا على ير بالمساواة 


.)ا - )| تفط > (ن 4030 
ان هذا الفضاء (4 ن) ليس تاما ٠‏ وفي الحقيقة » فان همصذا يتضح اذا أخذنا 
متتالية لكوشي عناصرها حدوديات بحيث تكون متقاربة بانتظام على ر من دالة 
مستمرة ليست حدوددا » وبالتالي لا تنتمى الى > ٠‏ 
امه الدوال المستمرة - 1 
لتكن > مجموعة كل الدؤال الحقيقية المستمرة على [0,1]-7 » ولنفترض 
أن 


+ |0)س- )عا -(2 )4 


المرهسان : 
ان الدوال بد في الشسكل (ه) تشكل متتالية كوشي » ذلك أن العدد 


.)4 ليس سوى مساحة المثلث فى الشكل )٠١(‏ » وأنه اذا كان م عددا 
موجبافان 


م>(ي 40‏ أعندمنا << : بار 
لنبينأن متوالية كوشي هذه ليست متقاربة ٠‏ لدينا 
0-0 عندمأ [0,4]ع,م © 0-1)يج عندما [1.مماء: ٠‏ 


ننم و0 مسسسمر 


حيث م1 +1/2- مه ٠‏ لذا نحد أنه اذا كان » أي عنصر من 2 فان 
1 
قاع - اما | - متاك 
1 0 1/2 
غك )ع -1| ]جه )ع - )مدا إخنه | )ءا | - 
1/2 0 


ولما كانت الدالتان المكاملتان ساليتين ؛ فان كلا من التكاملات الواردة في الطرف 
الادمن يكون كذلك ٠‏ وبالتالي فان 0ه (ذز .)ك4 يقتضي أن تقترت كل مان 
هذه التكاملات الى الصفر ٠‏ وبما أن * مستمرة » فيجب أنْ نجد 


0>0)+ عندما 0,29]ء: و 0-1)ع عندما [4,1ع,  ٠‏ 
ولا كان هذا امرا غير ممكن بالنسبة لدالة مستمرة » فان (->) ليست متقاربة » أي 
أنه لايوجد لها نهاية في > ٠‏ وهذا يثبت أن عر غير تام ٠‏ 8 

١ب‏ ليكن و .عددين حقيقيين بحيث. يكون (>ه ٠‏ أثبت أن الفتسرة 


ب [ه ينم 


المفتوحة (م>)- عي فضاء جرئي غير تام من ++ في حين أن القترة المغلقة 
[.ه] تائةه 

» ل ليكن ذا فضاء كل المرتيات م من الاعداد الحقيقية 2-)6.٠٠-:,5(‏ , 
ولنفترض أن 


ابه - وا تقد - زد ,)4 


حيث (و) در ٠‏ أثبت أن وين فضاء تام ٠‏ 

+ ب ليكن مه فضاء جزئيا من 8 مثرلفا من كل المتتاليات (6)-* التي حدود 
كل منها أصفار جميعا باستثناء عدد منته من هذه الحدود على الاكثر ٠‏ أوجد 

ب أثبت أن الفضاء الحزئي مد الوارد في المسألة “ غير تام » وذلك بتطبيق 
الميرهنة سما ٠‏ 

ه لب أثبت أن مجموعة كل الاعداد الصحيحة * المزودة با شرك » الممرف 
بالمساواة |« سر ره ,)كه تشكل فضاء متريا تاما ٠‏ 


١‏ م بين أن مجموعة كل الاعداد الحقيقية المزودة بالمترك » المحدد بالمساواة 


.ألا هها عمق - ع صها ع32| > (يز دال 


اسه لتكن 2 مجموعة كل الاعداد الصحيحة الموجبة وا كسد زد نوزيم)ل ٠‏ 
أثبت أن 4 6) فضاء غير تام ٠‏ 

+ ب (الفضاء زةه]© ) أثبت أن الفضاء انجزئى ا من [5.ه© المؤلف من 
كل الدوال [5.ه]6ءء المحققة للشرط ((): > رها)ء هو فضاء غير تام ٠‏ 


هل لقد ذكرنا فى هه المبرهنة التالية اتتى ترد عادة فى مبادىء التحليل 


مسنم ]© سم 


الرياضي : : « اذا كان تقارب متتالية (.*) من الدوال المستمرة المعرفة على 
[6.ه] تقاربا منتظما على [ن.م) من الدالة » »6 فان دالة النهاية . هذه 
مستمرة على [6به] » برهن على صحة هذه النظرية ٠‏ 
فضاء تام ٠‏ 

١‏ ( الفضاء : ) ٠.‏ .أثبت أن الشرط اللازم والكافي كي نكون ‏ + ,» في 

:. الفضاء المتري : ( 1لا ) هو أن يكون هل" أيا كان العدد 
الصحيح الموجب رز ء وذلك بفرض أن قم - ير وان ره)-ء ٠‏ 00 

1ل أفد من المسآلة السابقة ١١‏ كي تثبت أن فضاء المتتاليات : فى |١91١‏ هو 
فضاء تام * 

١+‏ أثبت أنه اذا أخذنا الفضاء الوارد فى 1ه 4ه ء فان المتتالية () حيث 
م- )به عندماً مك05 )© 64,دل)م عندما 51,ك2, 

وات :يسن أن منغالية كوشى ي الواردة في المسالة م٠‏ غير .متقازية . 

مأ ليكن ا الفضاء لمتري ال ملف من كل المتناليات الحقيقية (ع) دعر التى 
حدود كل منها اصفار جميعا باستثناء عدد منته من هذه الحدود على الاكثر 3 
بفرض أن إد-ع| عه حيث (ن)دراء لاحظ أن هذا مجموع منته 
الا أن عدد الحدود المجموعة يتعلق ب ىلر ٠‏ آثيت أن المتتالية (ي2) ححث 

رد لع عندما 0# 00ئ1 عر و 0«سعم عندما «<ز 

لي معان كشن وا المتتالية .ليست متقارية ٠‏ 


"1١‏ اتمام الفضاءات المترية 


من المعلوم أن المحور العادي © غير نام (١مد"‏ )4 الا أنه ينكن 
« توسيعه » الى المحور الحقيقي * الذي هو فضاء تام » بحيث أن هذا « الاتمام » 


6# سم 


كو الى يجري بصورة بتكو يها © كثيفا في د( اسه ) + ومست الهم 


جدا معرفة أن أي فضاء متري غير تام دمكن « اتمامه » بصورة ممائلة » الامر 
الذي سئراه الآن ٠‏ واذا رغينا في صياغة مناسية ودقيقة. لهذا « الاتمام » » فاننا 
نورد تعريف المفهومين التاليين » ا أحدهما بالآخر» واللذين لهما تطبيقات 
مختلفة أخرى ٠‏ 


إساب1 تصريف ( التطبيق الايزوهتري ) ١‏ متساوي المسسافة ) © الفضاءات 
الايرومترية ( متساوية اللسافة ) ٠‏ 
ليكن (4 ب) - و (2 ,*) - © فضاءين متريين عندكئذ : 
() نقول عن تطبيق 7 للفضاء ا فيالفضاء "انه إيزومتري (متساوي اللسافة) 
اذا حافظ على 7 على المسافة » بمعنى أنه اذا كان + وبر أي عنصربن من 6 فان 
(« ,)4ك > (190 15 )4 
حيث 32 و2900 خيالا +« و « على الترتيب + 
(ب) نقول عن الفضاء ع انه إبزومتري (متساوي المسافة) مع الفضاء * » إذا. 


وجد تطبيق ايزومتري متباين وغامرمن > على > ٠‏ وعندئذ نقول عن الفضاءين 
ا و كا انهما فضاءان ايزومتريان (متساويا السافة) ٠‏ 8 


لذا فالفضاءان الايزومتريان قد يختلفان على الاكثر بطبيعة عناصرهما » بيد 
أنه لا يمكن تمييز أحدهما عن الآخر من وجهة نظر المترك ٠‏ وبالتالي » فانه يمكن 
اعتبار المفضاءين الايزومتريين متطابقين في أي دراسة لا تدخل في اعتبارها طبيعة 
عناصرهما » وكأن هذين الفضاءين نسختان من الفضاء 2 المطلق » نفسة ٠‏ 

بعد هذا يمكننا الآن صياغة وائبات المبرهنة التي تفيد بأن كل فضاء متري 
يكن اثباية:» ينعي الفضاء الناتبج في في هذه المبرهنة الاتمام للفضاء 


٠ < المعطى‎ 


ب 068 يدم 


آسلاس؟ مبرهنة ( الاتمام ) ٠.‏ يوجد لكل فضاء متري (4 ,0) - عا فضاء متري تام 
(4 ) ا يحوي فضاء حزئيا 1 ايزومتريا مع ا وكثيفا في كا ٠‏ أن 
هذا الفضاء + وحيد اذا غضضنا الطرف عن الفضاءات الايزومترية معه » 
بمعنى أنه اذا كان 2 أي فضاء متري تام يحوي فضاء حزئيا كثيفا 7 
ايزومتريا مع ع » فان الفضاءين 2 و 8 ايزومتريان ٠‏ 
البمرهان : 
أن البرهان مطول لكن مباشر » وستحزئه الى أربع خطوات على النحسو 
التالى : 
(7) نجد الفضاء (2 ,*) -ي ٠‏ 
5 ننشىء تطبيقا ابزومتريا ل7 على كر » حيث 17-9 ٠‏ 
ومن ثم نبرهن على 
© تمام الفضاء 22 ٠ه‏ 
00 وحدانية 2 ا 0 0 
ا ا ا 0 لوز علدا 2 كليا حذا» 
من النهايات بل .ندخل في اعتبارنا بأن هنالك متتاليات معينة «. قد ترغب في 
التقارب من النهابة نفسها » لان حدود هذه المتتاليات 2 تقترب بصورة كيفية. 
احدها من الآخر »6 ء* 
ان هذه الفكرة الحدسية يمكن أن يعبر عنها رياضيا بدلالة علاقة تكافٌ 


| مناسبة [ انظر المساواة (1) في الاسفل ] ٠‏ ان هذا الامر ليس بالمصطنع » ولكننا 


' نستوحيه من عملية اتمام المحور العادي التى أتينا على ذكرها في بداية هذا البند ء 


(1) ايجاد الفضاء (2 ,*)-* لتكن (,:) و (0) متتاليتين لكوشي في 
ا ه سنقول ان (,<) تكافسىء (.ه) »© ونكتب (0<)-1.») اذا تحقق الشرط 


مسيم 0 © مسيم 


0022500-00 
ناكا ان 00 درج 7 م 


لتكن ير مجموعة كل صفوف التكافق ‏ » و » ... لمتتاليات كوشي الناتجة ٠‏ 
سنعني بكتابتنا 06#©) أن (2) عنصر من * ( وهو ممثل للصف + ٠)‏ 
لبكتب الآن 


١م‏ .)4 بوطا -(8 ,)4 2( 

حلت *#ع(<) ى 86 4 وسشيين أن هذه النهاية موجودة 5 لدينا 

ولي مولا 4 + (جلا ,ب2) ك + (منة ,رجة) 4 5 (ملا ,3) 4 
لهذا فان 

)و )4 +( ,ينة) 4 كك (مرلا ,)4 5 )4 
نجد من هذه المتيانة والمتباينة ‏ (3). .أن 

للا ممولا) 4 +( ز3) 4 5 لمرلا ,بة) 4 - (ملا رر3) 4 | 32( 

ولا كانت () و- (.9) متتاليتين لكوشي » فمن المنكن جمل الطرف الايسن 


صعيرأ بقدر ما نشاء ء الامن الذي يقتضى وجود النهاية 2( نظرا لكون المضاء 
8 ثاماءه 


الحقيقة ». فاذا كان () -(,») و ”مر)-(ير) عفاننا نجد اعتمادا على (1) أن 


0 حبس (' يرلا ويرل[) 4 + ( يرد جوز3) 4 5 |(رظا , .)4 > (برلا ونة) 4 | 


جد ا و ويك 


ملا و 'ب3) 4 تهنا > (م!ا ,3) 4 ا 


سنبرهن أن 4 الوإرد في (2) هو مترك على 2 * من الواضح أن 4 
بحقق الشرط (م١)‏ من البند ١1‏ والشرط 0- عد رع 00 ب ل 
الى هذا فان 


١ 


وح 2 جح )درن اجح- 46-0 
وبذا يتحقق الشرط (م؟) بكامله ٠‏ أما الشرط (م4) فانه ينتج من المتبابنة 


7 (ملا وم )4 + لم ,ج2) 4 ك (ملا ,,جد) 4 
عندما نجعل 0 5 

(ب) انشاء التطبيق الايزومتري اجر ح/ا جب << :07 ء لنقرن كل م من' 
بالصف 68 من * الذي يحوي متتالية كوشي الثابتة (:. ٠,لرة) ١‏ اننا بهذا 
نعرف تطبيقا /8[ سير :5 على الفضاء الجزئي رح و7 1 » وهذا التطبيق 
هو «7-مهم » حيث 8ع(...,ز,مة) ٠‏ نرى أن 7 ابزومتري لان 2) 


© ,5ك - (6 40 


و 2 هنا هو ضف («لا) حيث 26 يلا أبا كان ء أن أي تطبيق ايزومتري متباين ' 
و جه ل :7 غامر لان 8# - )2 ٠‏ لذا فان 87 و جر ايزومتريان ( راجم (ب) 
من التعريف ااب١) ٠‏ 

سنبين أن 7 كثيف في * ٠‏ لنأخذ أي م من غاء ولنفترض أن ع( ٠‏ 
يوجد لكل عدد موجب 6 عدد صحيح موجب /ْ بحيث إيكون 


.0 <م) > 30) 4 


الام باد 


.© >5( ,0ف ريسل - (ج3 ,4)8 
فاننا نكون قد أثيتنا أن كل جوارء للعنصر الاختياري ‏ و * يحوي عنصرا من 
» الامر الذي بعنى أن/78 كثيف في © ٠‏ 
(ج) تمام الفضاء ير ٠‏ لتكن () متتالية ما لكوشي في ير ٠‏ لما كان 
7 كثيفا في ير » دأنه يوجد لكل .نه عنصر ,2 من 17 بحيث أن 
0" 
> ل )4 )4( 
يا 
لذا فاننا نجد انطلاقا من متباينة المثلث أن 
ل( :)ف +( ,)ف +( ,)ف ك (مة ممة)ة 
لجر يمل بط> 
نا ليا 
وهذا المقدار أصغر من أي عدد موجب جُ عندما تآخذ 7# و كبيرين بقدر 
كاف » وذلك لكون ريع) متتالية كوشي ٠‏ لذا فان (,.2) متتالية لكوشي ٠‏ ويما 
أن “يدير :7 تطبيق ايزومتري » وان /ناء ب » فان المتتالية. (,) » حيث 
72 عمج هى متتتالية كوشي في ا ٠‏ لنفترض أن * من 6 الصف الذي 
كنت اليه (,2) > ولنثبت أن م هو نهابة 2) ٠‏ لديبنا استنادا الى 4) 
مايلى: 


(8 ى,2)2 +لمة ,)4 5( ,)2 
١‏ زلف 
)2 يق بطه 
ليا 
ولما كان 0 | الامسر الذي ذكرناه قبل قليل ) وكان للاء.ت .فان 
ب 0 لل وعندئذ تصبح المتبايئة زلف على الكل 


كسد يو يلت 


(مة ممة)ك رسئر +2 >( 4 
والطرف الايمن هنا أصغر من أي عدد موجب م عند جمل « كبيرا بقدر 


كاف ٠‏ وبالتالي فانه يوجد لمتتالية كوشي (,) الاختيارية في خر النهاية م في بج » 
الامر الذي إيترتب عليه تمام الفضاء * ٠‏ 


0 6 
ل 
الشكل )١١(‏ . الرموز الستعملة في الخطوة (د) من اثبات المبرهئة إسلا؟ 


(د) وحدانية * » بفض النظر عن الفضاءات الايزومترية معه ٠‏ اذا كان 
(2,) فضاء مترءا تاما آخر .يحوي فضاء جزئيا ا كثيفا في جر وايزومتريا مم 
“ا» فانه يوجد لكل بج و ير من ير متتاليتان (2) و (.) في نر بحيث نكون 
تج ريدو وهو ء لذا فان المساواة 


تنتج من كون 
0 جل «ولز,خع)4 + بك )4 ك |(يؤا ,م)ة -(7 ,)| 
[ المتباينة هذه تشبه (3) ] ء ولا كان 18 ايزومتريا مع بم المحتوى من غرء وكان 


حت 04 حسب 


غرع #-.-فان المسافات على >1 وغ تست أن تكون_ وا 
الفضاءين عر و ير ايزومتربان 8٠‏ 
وسنرى في الفصلين التاليين ( وبخاصة في الكو »اسه و «اكميم) 
أن لهذه الممرهنة 'تطبيقات أساسية على فضاءات منفردة غير تامة ولصفوف كاملة 
من مثل هذه الفضاءات ٠‏ 


مساتل 

ذت بين أنه اذا كان فضاء حزئى *« من فضاء متري مثرلفا من عدد منته مسن 
النقاط » فان لآ تام + 

اسه ما هو الاتمام للفضاء (75©04) ©» حيث 2 هى مجموعة كل الاعداد العادية 
و إبردعاء روه ؟ 

ا ا ان 50 ت أن يد تام ٠+‏ 

ه ‏ ( الهؤميومورفيزم أو التصاكل ) الهوميومورفيزم هو تطبينق مستمر 
متباين وغامر الجخ 15 كما أن عكسه مستمر ٠‏ ويقال عندئذ عن 
الفضاءين المتردين ع2 و ؟#اانهما هوميومورفيان )1(٠‏ أثبت أنه اذا كان ع2 ولا 
ايزومتريين » فانهما هوميومورفيان ٠‏ (ب) د بين بايراد أحد الامثلة أن الفضاء 
المتري التام والفضاء لمتري غير التام قد يكونا هوميومورقيين ٠‏ 

د آثبت أن الفضاءين (د,مه و [ذهك ايزومتريان ٠‏ 

ب اذا كان (#ا)» فضاء تاما ء فيرهن على أن الفضاء. (2:) » حيث 
(4+ )له -4 » فضاء "تام كذلكاء٠‏ 

2 أثبت أنه اذا كان المفضاء 2 ج3) فى المسألة ؟ تاما » فان (3624). فضاء تام 
كذلك ٠.‏ 1 


فداء1" يدم 


ات بين آنه اذا كانت («) و 29<) متتاليتين فى (4) بحيث بتحقق القشرط 
2) والشرط ؛ جمس ء فان (.) 0 نهاتها ٠1‏ 

٠‏ اذا كانت (.) و.0.0 متتاليتين متقاربتين في فضاء متري «ه ين »© وكان 
لهما نهابة واحدة 2.1 فاثبت عندئذ أنهما يحققان 0 اه 

١س‏ برهن على أن () يعرف علاقة تكا' على مجموعة كل متتاليات كوشي 
التي عناصرها في جراء 

؟؟ اذا كانت () متتالية لكوشي في 4) » وكانت 20 متتالية فى عر 
تحقق () » فأثيت أن (ي) تكون عندئذ متتالية لكوشي في عر . ١‏ 

1 ( شبه المترك ) يعرف شبك المترك المنتهي على مجموعة + بآنه دالة 
.»دعر :#تحقق الششروط (م1) و (م) و (م4) من البند ١‏ والشرط 


.0ع« )ل 


ما الفرق بين مترك وشبه مترك ؟ بين أن المساواة .«-»6|-(4)6 ترف 

شبه مترك على مجموعة كل الازواج المرتبة من الاعداد الحقيقية حيسث 

#6 مك) دع و (وابيو)ء رو ٠‏ ( تجدر بنا الاشارة الى أن بعض المؤلفين 
6ح هل تعرف المساواة 


4 )ا ما - زر ,)ك4 
متركا آو شبه مثرك على عزفي كل الحالات التالية : (1) “ا هي مجموعة كل 


الدوال الحقيقية المستمرة ة على [5.ه] »(ب) هي مجموعة كل الدوال 
الحقيقية والكمولة ريمانيا على [ه .م © ؟: 


نس 11 له 


6 اذا كان (4)_فضاء شبه.متري ».فاننا_ندعو المجموعة 
(0<م) ا ( >< ,2)ك |36 ء :اع ( زمع) 8 
كرة مفتوحة ني بر فركزها ,.ر ونصف قطرها , . ( لاحظ الثبه بين هذا 


في المسألة ذا تت 1 


15 سس 


الفصر انال 
الفضاءات المنظمة ٠‏ فضاءات باناخ 


من الممكن الحصول على فضاءات مترية مفيدة وذات أهمية خاصة اذا أخذنا 
الفضاء المتجمي وعرفنا عليها متركا بواسطة نظيسم » وعندها يسمى الفضاء الناتج 
فضاء منظما . واذا كان هذا الفضاء فضاء متريا ناما » فانه بدعى قضاء باناخ ٠‏ 
ان نظرية الفضاءات المنظمة » وبخاصة فضاءات باناخ » ونظرية المؤثرات الخطية 
المعرفة عليها هي الاكثر تطورا: بين أقسام التحليل الدالي ٠‏ وهذا الفصل مكرس 
لدراسة الافكار الاساسية في هذه النظريات ٠‏ 


مفاهيم هامة ٠‏ توجيه مختصر حول المحتوى الرئيسي 


الفضاء المنظم ( ١5-5‏ ) هو فضاء متجهي ( ١١5‏ ) معرف عليه مترك 
بواسطة ظيم ( ١5‏ ) » والنظيم هو تعميم لطول متجه في المستوي أو في 
الفضاء ثلاثي البعد ٠‏ و فضاء باتاخ ( ١55‏ ) ) فضاء منظم شكل فضاء متربا 
تاما ٠‏ ويوجد للفضاء المنظم اتمام هو فضاء باناخ ( ؟#ب؟ ) ٠‏ ويمكننا أيضا 
في الفضاء المنظم أن نعرف ونستعمل المتسلسلات غير المتتهية لم ٠‏ 

يسمى كل تطبيق من فضاء منظم >ز الى فضاء منظم ١‏ مؤثسرا » كما يسمى 
التطبيق من الى الحقل المددي © أو © داليا . وللمؤثرات المسماة 
مؤثرات خطية محدودة » كما وللداليات المسماة داليات خطية محدودة » أهمية 


يسم 


خاصة » ذلك أنها جميعا مستمرة وتستثمر البنية الجبرية للفضاء المتجمي ٠‏ 
الحقيقة » فان المبرهنة ؟اسه تنص على أن الشرط اللازم والكافي كي 0 
مؤثر خطي مستمرا هو أن يكون محدودا » وهذه نتيجة آساسية ٠‏ ان أهمية 
الفضاءات المتجهية هنا تعود بصورة رئئيسية الى المؤثرات الخطية والداليات الخطية 
التى تحملها هذه !لفضاءات ٠‏ 

ومن الامور الاساسية أن مجموعة كل المؤثرات الخطية المحدودة من فضاء 
منظم معطى هر الى فضاء معطى آخر ا يمكن جعلها فضاء منظما ( ه١١‏ )2 
برمز له ب 372 )8 ٠‏ كذلك فان مجموعة كل الداليات الخطية المحدودة على عر 
تصبح فضاء منظما يسمى الفضاء الثنوي © للفضاء عر ( ٠ ) "١١5‏ 

ان الفضاءات المنظمة غير منتهية الابعاد أكثر أهمية من الفضاءات منتهية 
الابعاد ٠‏ والفضاءات الاخيرة أبسط من سابقتها ( ؟-؛ و به ) غء كما أن 
المؤثرات المعرفة عليها يمكن أن تمثل بمصفوفات ( له ) ٠‏ 
ملاحظة حول الرموز 

سترمز للفضاءين ب عد و <* ؛ وللمؤثرات بأحرف لاتينية كبيرة ( ويفضل 
الحرف 7 ) » ولصورة عنصر ,» وفق 7 ب *7 ( دون قوسين ) » وللداليات 
بأحرف لاتبنية صغيرة ( ويفضل الحرف / ) » ولقيمة / في نقطة » ب (ما/ 
( بقوسين ) ٠‏ وهذه الرموز تستعمل بصورة واسعة ه 


١‏ الفضاء المتحهي 


تشغل الفضاءات المتجهية مركزا مرموقا في العديد من فروع العلوم الرياضية 
وتطبيقاتها ٠‏ وفي الحقيقة » فاننا نستعمل في كثير من المسائل التطبيقية (والنظرية) 
مجموعة : قد تكون عناصرها متجهات في فضاء ثلائي البعد أو دوال أو متتاليات 
عددية » وهذه العناصر يمكن جمعها أو ضربها بثوابت (عددية) بطريقة طبيعية » 
حيث تكون النتيجة عنصرا من > كذلك ٠ ٠‏ ان مثل هذه الحالات توحي بمفهوم 
الفضاء المتجهي الذي سنعرفه في الفقرة التالية ه وسيحوي التعريف حقلا عاما # » 


164 هت 


الا أن هذا الحقل بتوخد في التحليل الدالي إما #وانا ع ».وى عنامي > 
مقادير عددية » وبالتالي فانها في حالتنا هذه أعداد حقيقية أو أعداد عقدية ٠‏ 


؟"سات1 تعريف ( الفضاء المنجهي ) 

الففضنساء اللسني زر العام المي ) على عل هبو 
مجموعة فير خالية 2< من العناصمس » و ير و ٠0٠‏ ( تدعى متجهات 
وهذه المحموعة مزودة بعمليتين جبرتين ٠‏ تدعى هاتاذن١‏ 
جمعا متجهيا وضرب متجهات باعداد » أي بعناصر من م ٠‏ 

أن الجمع المتجهي يقرن بكل زوج مرتنب (بو,هد) من المتجهات متتجها +يع 
يدعى مجموع ير وير بحيث يكون هذا الجمع تبادليا وتجميعيا » أي بحيث 
تتحقق المساواتان 

يدع برح وير 


وج + (بون بر) > زج + بر) + ير 


أبا كانت المتحجهات , و 2 ٠‏ كذلك يجب أن يوجد متجه 0 دعى 
الملتجه الصغفري » وأن بوجد لكل متجه » متحه سر بحيث تتحقق المساواتان 


عد 0+ ير 


.0 -(ع-) دير 


أما ضرب المتجه بعدد » فيقرن بكل متجه + متجها ره ( يرمز له أيضا ب 


عد( وبدعى صداء مو بد بحيث تلحقق المساواتان 


(8ع) > (::81) به 


1> 


وبحيث يصح القانونان الثوزيعيان 


هه المدخل الى التحليل الدالي مه 


9١‏ + عمد > زو + )يم 


:8 + يديه ع عرزم + ه) 
أيا كان المتجهان , ور وأيا كان العددان » و م . 
نرى من التعريف أن الجمع المتجه هو تطبيق #مسير »اير » فى حين أن 
الضرب بعدد هو تطبيق #مهر يرج ٠‏ 


يسمى > الحقل العددي (أو حقل المعاملات ) للفضاء ال متجهيهر, كما السسسمى ع[ 
الفضاء المتجهي الحقيقي اذا كان 2-8 ( هج هو حقل الاعداد الحقيقية ) » أو 
الفضاء المتجهي العقدي اذا كان 5-60 ( © هو حقل الاعداد العقدية ) ٠‏ 

ان استعمالنا للرمز 0 للدلالة على العدد 0 وعلى الشعاع الصفري في آن 
واحد » يجب أن لا يودي الى ارباك في الحالة العامة ء وإذا رغبنا فيوضوح أكبر» 
فيمكننا أن نرمز للصفر المتجه ب 0 ٠ ٠‏ 

وتئرك للقارىء البرهان على صحة ما يلى آيا كان المتجه د وأيا كان العدد » 


)18( . 0-60 

)15( .-0 
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دح > 1-) 2( 
أمثلمة 


أساس؟ الفضاء "28 


هذا الفضاء هو الفضاء الاقليدي الذي أوردناه فى ١ه ٠‏ وهو مؤلف 
من مجموعة كل المرتبات « من الاعداد الحقيقية مل (0,2اييع) ديم > 
(0,:--,:) -ر © الخ ٠‏ وهذه المجموعة مزودة بالعمليتين الجبريتين المعرفتين 
بالطريقة المألوفة التالية 


بغ يم 


لم[ ل يك بر +وك) > برع 
اع ه) (كه , ١6٠رقه)‏ - جه 
من الواضح أن هذا الفضاء هو فضاء خطي حقيقي ٠‏ 
والامثلة التالبة هي من طبيعة مماثلة » ذلك أننا في كل منها سنعرف فضاء 
امتجهيا انطلاقا من فضاء سبق ورأيناه ٠‏ 


؟-١ل؟‏ الففساء "2 


لقد عرفنا هذا الفضاء فى ١-١ه‏ © وهو مؤلف من مجموعة كل المرتبات” 

من الاعداد العقدية مثل رج ,١-.ررع)‏ 2 و( 0-٠.و)‏ در ء الخ ء حيث 
تعرف العمليتان الجبريتان على هذه المجموعة كما فعلنا فى المثال السايق » الا أننا 
نفترض هنا أن ©6ع»م اء ١‏ 


آاسات؟ الفضساء [ذ,ه]) 
لقد سبق وعرفتنا هذا الفضاء في ١اللاء‏ أل كل نقطة من هذا الفضاء 
هى دالة حقيقية مستمرة على [6,5] ٠‏ ان مجموعة كل هذه الدوال تشكل فضاء 
متجهيا حقيقيا لدى تزويدها بعمليتين جبريتين معرفتين على النحو التالي 
(0)ر+(م)ع د )زر +ع) 
.اء ه) )عه - ()(«يم) 
وفي الحقيقة » فان .ر+» و به هما دالتانحقيقيتان مستمرتان معرفتان على 
[5.ه] عندما تكون » و ر دالتين حقيقيتين ويكون » عددا حقيقيا ٠‏ 
من فضاءات الدوال المتجهية الهامّة الاخرى نورد (1) الفضاء المتجهي(م)م فٍ 
١ب‏ ب (ب) الفضاء المتجمي لكل الدوال القضولة على 8 » (ج) الفضاء 
المتجهي لكل الدوال الحقيقية على [3يه] والكمولة ريمائيا أو بمعنى آخر ٠‏ 


6 د‎ ١ 


لأسامسة الفضاء 12 

أوردثا هذا الفضاء ف 5-1" » وهو فضاء متحهى عمليتاه الحجبريتان 
معرفتان بالطريقة انتالية ظ 

(: :ا لخو برو خيكه) 2( ٠:‏ روزم ررو) +( :جك دك) 
٠‏ «موقه روقيه) ع ٠٠ ١(‏ ري ,)اه 

وفي الحقيقة » فاذا كان 217(ه)-» و “6ه برء فان *عبر+ع ء الامر الذي 
ينتج مباشرة من متباينة مينكو فسكي (12) في البند إلاء كذلك مسن 
الواح أن تاعبع ٠.‏ 

من الفضاءات الاخرى التى نقاطها متتاليات الفضاء */ الوارد في ١5‏ » 

والفضاء *! الوارد في اسااس” ) حيث ه+>م 15 ؛ والفضاء ى فى 8٠ ١-١‏ 

الفضاه الجزئي من فضاء متجهي عر هو مجموعة جزئية غير خالية 8 من هر 
بحيث نحد أنه أنا كاث عير وأيا كان العددان » و ق » فان لام يرع جرع ٠‏ 
لذا فان بو نفسه هو فضاء متجهي عمليتاه هما مقصورا العمليتين المعرفتين على جره 

من الفضاءات الجزئية الخاصة من د هو الفضاء الجزئي غير الفعلي > - 1 . 
وكل فضاء جزئي آخر من ((10*) ير ,بسمى فضاء جزئيا فعليا ٠‏ 1 

كذلك » فهنالك فضاء جزئي خاص آخر من أي فضاء متجمي ع هو (0)-82 ٠‏ 

يعرف اتتركيب الخطي للمتحهاث معد, -٠٠,ريد‏ من الفضاء المتجهى عر بأنه 
عبارة من الشكل 


0 ا :2+ جطاي + ندري 


حيث تمثل المعاملات م رت ريه أي أعداد ٠‏ 
وذا كانت 84 أي مجموعة جزئية غير خالية من >ر ء فان مجموعة كل التراكيب 
الخطية لمتجهات 84 تسبى مثو“ كد 84 ؛ ونرمز لها بالشكل 


1 همه 
ةا كا 


كك 
سنقدم الآن مفهومين هامين مرتبط أحدهما بالآخر ٠‏ وسنستعمل هذين 
المفهومين مرارا وتكرارا فى أبحاثنا القادمة ٠‏ 


؟ساس" تعريف ( الاستفلال الخطي » الارتباط الخطي ) 


يعرف الاستقلال والارتباط الخطي لمجموعة وو من المتجهات يد,...., (23) 
في فضاء متجمي عر عن طريق المعادلة 


0 ع ونين ل ٠ ٠ ١‏ + يلاييه -1 131 عه )3( 
حيث يه 000.نرنه أعداد » من الواضح أز المعادلة (3) صحيحة عندما 
0حو د ...ديو درهه فاذا كانت 0 هى الاعداد الوحيدة التي تتحقق مسن 


آحلها المعادلة (3) »فائنا تقول إن د ابي لماك ا 
مستقلة خطيا قلنا إنها مرتبطة خطيا » أي أن 84 تكون مرتبطة خطيا اذا كانت 
)3( محققة من أجل مجموعة به ,...,,ثت من الاعداد ليست جميعها أصفارا ٠‏ 

ونقول عن مجموعة جزئية ما 4ه من ير إنهما مستقلة خطيا اذا كانت كل 
مجموعة جزرئية غير خالية ومنتهية في 24 مستقلة خطيا ٠‏ ويقال عن يو إنها 
مرتبطة خطيا اذا لم تكن يمع مستقلة خطيا 8 

ان ما يدعونا لابراد هذه المصطلحات ف مدن نع اله ذا كينت 
0 نريطة خلا » نان واحذا على الاثل من امتتدوات وز زيمن أن 
كت يل مس رك حل تهات الندري ٠‏ فمثلا » اذا تحققت (3) وكان 
0.ه ء فان 86 مرتبطةخطيا «ويمكن عندئذ حل (3) بالنسبة الى .د ونحد 


له إريه - - ر8) اق + 85+٠0‏ حدر 
هذا ويمكن توظيف منهومي الاستقلال والارتباط الخطي في تعريف بعد 
الفضاء المتجهي انطلاقا من. التعريف التالي » 


14" بده 


1/11 تعريف ر الفضاءات المتجهية منتهية البعد وغير منتهية البعد) 


نقول عن فضاء متجهي © انه منتهي البعد اذا وجد عدد صحيح موجب 5 
بحيث تحوي عر جملة مستقلة خطيا من ,. من المتجهات في حين أن أي 1+, من 
المتجهات في ير تكون مرتبطة خطيا ٠.‏ عندئذ يدعى بر بعك 2 » وتكتب 
يت مسوك -ه ٠‏ ونقول عن الفضاء (140-غ2 بأنه منته وبعدة 0ج صلق > واذا 
لم .يكن عر منتهي البعد » فاننا نقول بأنه غير منتهي البعد . 8 
ان. الفضاءات غير منتهية البعد آهم في علم التحليل الرياضي من الفضاءات منتمية 
اعد ود ل ل 0 و2 غير منتهبي البعد » في حين أن 
*2 و2 منتهيا البعد ؛ وتعد كل منهما م ٠‏ 
اذا كان بر ديز ورزن » فا كل مرتبة » من المتجهات المستقلة خطيا في +ر 
:تدعى قاعدة للفضاء ع ( أو قاعدة في نر ) ٠‏ واذا كانت (ه,: ٠٠ى»)‏ قاعدة 
لغ » فانه يوجد لكل عنصر ». من © تمثيل وحيد على شكل تركيب خطلي 
لمتجهات القاعدة : 


يه ل ٠٠8‏ لطت رم رين جح بر 


وعلى سبيل المثال » فان المتجهات التالية تشكل قاعدة ل 2 


و(0, 0,٠:‏ ,1,0) رم 
0,٠: 0(,‏ ,1 ,0) و6 


وتدعى هذه القاعدة أحيانا القاعدة القانونية ل 80 ٠‏ 


وبصورة أعم » فاذا كان > أي فضاء متجهي ؛ ليس منتهي البعد بالضرورة » 
وكانت 8 مجموعة جزئية مستقلة خطيا في ا وتولد يد » فان 8 تدعى قاعسدة 
(أو قاعدة هامل ) ل عه و اللي قاذ قات لرقاعنة 63 كاذ فيل ستيه 


اللسسا .ل لم 


غير صفري ‏ من عز تمثيلا وحيدا على شكل تركيب خطي لعناصر ( تؤلف مجموعة 
0 تكون المعاملات أعداد غير صفرية معا ٠‏ 
ستبين الآن بأنه يوجد لكل فضاء متجهي (0) عع قاعية . 

اق مك هم لمعنه لسن في حال الفضاءات منتهية البعد ٠‏ أما 
في حال الفضاءات المتجهية غير منتهية البعد ؛ فان اثيات وحود القاعدة يستند الى 
تمويدية زورن » وسنقدم هذا الاثبات فيما بعد ٠‏ وتمهيدية زورن المذكورة تحوي 
مفاهيم عديدة سنشرحها بعد فترة من الزمن » ذلك أننا الآن سندرس أشياء أخرى 
تهمنا أكثر ٠‏ لذا سنرجىء اثيات الوجود المذكور الى حين سردنا للبند 4( ع 
حيث نورد تمهيدية زورف لغرض آخراء 

ومن الجدير بالذكر أن لقواعد فضاء متجهي معطى عن ( منتمي البكدة أو عبن 
منتهي البعد ) غدد! أصليا واحدا ٠‏ ( وبطزم للبرهان على هذا أدوات اكثر 

تقدما من نظرية المجموعات ٠‏ راجع الصفحة الثالثة من كتاب روط .)يج .هر المنشور 
عام 7#اوام ) ويدعى هذا العدد بعك الفضاء ٠‏ لاحظ أن هذا دحوي وبوسع 
التعريف بالا ٠‏ 


ممق . مبرهنة ( بعد الغضاء الجزئي ) ٠‏ 

اذا كان عر فضاء متجهيا بعده « » فان لكل فضاء جزئي فعلي 9 من يز بعدا 
أصفي مسن ٠,‏ ش 
البرهان : 

اذا كان 0>-»م فان (0) - ؛ وليس لهذا الفضاء فضاء جزئي فعلي ٠‏ واذا 
كان 2-0 مين » فان (72-10 ء وبالتالي لاعرير » الامر الذي يقتضي أن 
يكون 2521 صنل » وواضح أن م <ع سنة ك8 مزق ٠‏ أما اذا كان » - لا صنةع 
فانه يوجد ل #79 قاعدة مؤلفة من عناصر عددها « ؛ وهذه القاغدة لابد أن تكون 
قاعدة للمضاء ا نظرا لان # غ2 لك » وبالتالي يكون ٠ 00 ١2‏ بين هذا أن 
أي مجموعة مستقلة خطيا من المتجهات في لا يجب أن تحوي من العناصر عددا 
أقل من » © أي أن كلا صنل 89 


ل [إ9إ يد 


 لئاسم‎ ٠ 


١‏ س أثبت أن مجموعة كل الاعداد الحقيقية » المزودة بعمليتي الجمع والضرب 
المألوفتين » تشكل فضاء متجهيا حقيقيا وحيد البعد » وأن مجموعة كل 
الأعداد العقدية تشكل فضاء متحهيا عقدبا وحيد البعد ٠‏ 

؟ ل أثبت صحة (0) و 0) ٠‏ 


م ل حدد 84 هدم5 للمجموعة ((01,1,1(,)0,0,2))-24 فى ٠8:‏ 


ل ا ل يي ا 
جزئي من ٠#:‏ 
[ نفترض هنا أن رهم ,رؤز - + ] 
(1) مجموعة كل العناصر م حيث وحة ‏ 6-0© ٠‏ 
(ب) مجموعة كل العناصر » حيث 1+©-6 ٠‏ 
(ج) مجموعة كل العناصر م حيث © .© .,ة أعداد موجبة ٠‏ 
() محموعة كل العناصر ير حيث )دق +ية-6 ( غ ثابت) ٠‏ 
5 بين أن إلى © ححبث نح )بير » تشكل مجموعة مستقلة خطيا في 
الفقضاء ((.م]0 ٠‏ 
59 أثبت أنه اذا كان يعر اي فضاء متجهي بعده م » فان تمثيل اي » على شكل 
تركيب خطي لمتجهات قاعدة معطاة .»,- خهمو تمثيل وحيد ٠‏ 
با | لتكن (ه,.0.٠.»‏ قاعدة لفضاء متجهي عتقٍدي بداء أوجد قاع_دة في ا 
باعتباره فضاء متحهيا حقيقيا ٠‏ عيكن بعد » في كل من الحالتين ٠‏ 
4 اذا كانت 4و مجموعة مرتبطة خطيا في فضاء متجهي عقدي >ر » فهل من 
الضروري أن تكون ع« مرتبطة خطيا في * باعتباره فضاء متجهيا حقيقيا ؟ 
ه ‏ لتأخذ الفترة المثبتة [5.ه]. في #:4»ولننظر في المجموعة * المؤلفة من كل 
الحدوديات ذات المعاملات الحقيقية والتي لاتزيد درجة كل منها عن عدد 
معطى , » ومن الحدودي لدي ( الذي لا تعرف درجة له وفق التعريف 


سد 8# سدم 


الألوف للدرجة ) ٠‏ أثبت أن المجموعة * المزودة بعمليتي الجسع والضرب 
بعدد حقيقى المألوفتين تشكلفضاء متجهيا حقيقيا بعده 1+م ٠‏ أوجد قاعدة 
ل * ؛ ثم بين أنه يسكن الحصول على فضاء متجمي عقدي جر بطربقة ممائلة 
وذلك لدى جع ل المعاملات في الحدوديات عقدبة ء هل 2 فضاء جزئي 


مان كه 0 
٠١‏ اذا كان لا وج فضاءين جزكيين من فضاء متجهي عر » فبين أن 2م2<ا فضاء 
جزئى من عر » في حين أن 10 ليس بالفرورة كذلك ٠‏ اعط أمثلة 
١ل‏ اذا كانت 22 أي مجموعة جزئية من فضاء متجهى > » فبين أن 
8 همه فضاء جزئى من كز ٠.‏ 
متجهيا ٠‏ ما هو المتجه الصفري فى ير ؟ حدد مزل » ثم أوجد قاعدة فى 
عداء أورد آمثلة على فضاءات جزئية من جراء هل تشكل المصفوفات 
المنناظرة لاءع فضاء جزكنا ؟ وهل تشكل المصفوفات الشاذة فضاء 
حزئياأيضا؟ 


حقل واحد يعدو فضاء متجهيا ان نحن عرفنا العمليتين الجبريتين كما بلى : 
1 ,لديا + جع وزيا + رعد) > زولا ررنو) + (وعا و ) 


-(22ة رعايه) > (يوع ,)هت 

54 ( فضاء حاصل القسمة » البعد المرافق ) ليكن 7 فضاء جزئيا من فضاء 

متجهي 6 ٠‏ برمز الى المجموعه المتباركة لعنصر + من 2 بالنسبة الى ل« 

بالشكل مابيمر ؛ وتعرف هده على أنها المجموعة ( انظر الى الفتكل ؟1). 

لاع + عد ن ]إن لاجع ْ ش 

بين أن المجموعات المشاركة المختلفة تتسكل تجزئه ل ٠+‏ ثم بين أنه اذا عرفنا 
عمليتين جبريتين بالمساواتين ( انظر الى الشسكلين م1 و ٠ ) ١6‏ 

م ايت 2 


12 + زع + مر ) ع ولا + يز) + 8 ب بر) 


2037-2223 
فان .هده الجوقات لماققة تؤلف عناصر فضاء متجهي ٠‏ + نسمى هيدا الفضاء 
ففساء حاصل قسمة ( وأحيانا قفضاء عامل ) بر على لا ؛ وبرمز له ب 
٠ 2/1‏ ويدعى بعده البعد التمسم ل 7 ويرمز له ب لا سدم »أي أن 
.10 (2) سمت ع لا متام 
ولس ليكن <8 دك ف (ع |( ,ويم -<* ء حدد كلا من الفضاءات موبير. و 
5 00 * 


لآ + (» + سم ع رلا + بر) + رز + ينم 


الشكل (5١1).ايضاح‏ جمع المتجهات في الشكل (١١1)١٠يضاح‏ الرمز 
فضاء حاصل القسمة ( المسالة 16 ) ١١‏ جم في السالة )1 


ا + 22 > ث8 + :20 


الشكل (6١).ايضاح‏ عملية الضرب بعدد في فضاء خاصل القسمة (المسالة 16) 


ب 4ل سم 


؟؟ الفضاء المنظم ٠‏ فضاء باناخ 


ان الامثلة التي سقناها في البند السابق تبين أن الفضاء المنجهى قد يكون فى 
ثير من الاحوال فضاء متريا في الوقت ذاته وذلك لان متركا 4 قد عرف على 
اه بيد أن عدم وجود رابطة بين البنية الجبرية والمترك يجعلنا لا تتوقع نظرية 
مفيدة وذات تطبيقات عملية تربط ما بين المفاهيم الجبرية والمترية ٠‏ ولضمان مثل 
هذه الرابطة بين: الخواص « الجبرية » و « الهندسية » ل ير » فائنا نعرف على عر 
متركا 4ه بطريقة خاصة على النحو التالي : ندخل أولا مفهوما مساعدا » هو النظيم 
( الذي نعرفه بعد قليل ) بحيث نستعمل في هذا التعريف العمليتين الجبريتين 
للفضاء المتجهي » ومن ثم نوظف النظيم في سبيل, الحصول على مترك 4 ء ان هذه 
الفكرة تقود الى مفهوم الفضاءات المنظمة. وقد وجد أن هذه الفضاءات هي خاصة 
لدرجة نمكننا من ارساء قاعدة لنظرية هامة وواسعة ومستقلة » ولكنها في الوقتذاته 
عامة لدرجة أنها تحوي أنماطا عديدة من فضاءات ذات اهمية تطبيقية ٠‏ وفي الواقع» 
فان عددا كبيرا من الفضاءات المترية في التحليل الرياضى يمكن اعتبارها على أنها 
فضاءات منظمة » الامر الذي يهيب بنا الى القول بآن الفضاءات المنظمة ريما كانت 
من أهم أنواع الفضاءات في التحليل الدالي » على الاقل من وجهة نظر التطبيقات 
المعاصرة ٠‏ وسنورد فيما يلى. التعاريف : 


11-5 تعريف ( الفضاء المنظم » فضاء باناخ ) . 

الفضاء المنظو(ه) برهو فضاء متجهي مزود بنظيم ٠‏ اما فضاء باناخ فمو 
فضاء منظم تام (بالنسبة للمترك المحدد بالنظيم » كما سنرى في (1) بعد قليل) ٠‏ 
والنظيسم على فضاء منجمي ( حقيقي أو عقدي ) هو دالة حقيقية على »ر يرز 


(د) سمى هذا الفضاء أيضا الفضاء اللتجهي المنظم أو الفضاء الخطي المنظم. وقد 
أورد هذا التمريف ( بصورة مستقلة ) كل من باناخ ( عام 1955م ) وهان 
(عام 1155م ) وقيئير ( عام 1151م ) . وقد تطورت النظرية بسرعة » الامر 
الذي يمكن رؤيته من كتاب باناخ (191175) الذي لم ينشر الا بعد .1 سنوات . 


سم هلا هد 


لقيمتها في _نقطة »د من 6 بالفسكل 


إاعداا 
( وقرأ « نظيم د » ) بحيث تتحقق الخواص التالية : 
(ن١)‏ هادا 
(ن) 0-دعء »> 0 ادا 
(نم) علا اه - إاعهز 
(ن؛) إانداا+ الاك اا«+ »اا ( متياينة المثلث ). 
ويمثل » وبر هنا متجهين كيفيين في + » أما » فتمثل عددا ما ٠‏ 
وبحدد النظيم على > متركا يي على عر وفق المساواة 
(26 ع « ,د) |ادا- ملاع (« .)4 زفق 


سمى هذا المترك المترك موك بالنظيم ٠‏ برمز للفضاء المتري الذي عرفتاه توا 
بالكل (101) أو ب ير فقط 8٠‏ 

ان الدافم لادراج الخواص (ن١) ‏ (ن4) التي تعرف النظيم ينطاق مسن 
الطول || لمتجه ‏ الذي قابلناه في جبر المتجهات الابتدائي » وبالتالي فيسكننا 
أن تكتب في هذه الحإلة إء|-|ء|.٠‏ وفي الحقيقة » فان الخاصتين (ن١)‏ و (ن) 
تنضان على أن لكل المتجهات أنلوالا موجبة » عدا المتجه الصفري الذي يساوي 
طوله الصقر ٠‏ أما الخاصة (نم) فتعني أنه لدى ضرب متحه بعدد » فانث طول 
المتجه _يضرب بالقيمة اللطلقة للعدد ٠‏ وأما الخاصة (ن4) » التي أوضحناها بالشسكل 
(15) » فانها تعني أن طول ضلع في مثلث لا يمكن أن يتجاوز مجموع طولني 
ضلعيه الآخرين ٠‏ 

هذا » وليس من الصعب أن نستنتج من (ن١1)‏ (ن4) أن (1) تتحدد 
. متركا ٠‏ لذا فان الفضاءات المنظمة وفضاءات باناخ هي فضاءات مترية ٠‏ 


لظ "١‏ اتلك 


١ 
لتعءنى‎ 
عرلا‎ 


أاعداا 95 
الشكل (16) ٠‏ ايضاح متبايئة المثلث ( 6 ) 


وتكمن أهمية فضاءات باناخ في أنها تتمتم بخواص معينة ( سنوردها في 
هذا ومن المسكن ملاحظة أن الخاصة (ن4) تقنضي الدستور 


| دأأءد - ناك لاعلا - لابلا 2( 
الأمر الذي سكن استخلاصهة ببسر ) راجع المسألة 0 + ويترتب على المتياينة 
(2) الخاصة الهامة التالية للنظيم : 
النظيم هو تطبيق مستمر » أي أن إدرامر هو تطبيق مستمر للفضساء 
ا في ظاء (اسكاس؟) ٠‏ 
من النماذج الابتدائية للفضاءات المنظمة الفضاءات المألوفة لكل المنجهات في 
المستوي وفي الفضاء ثلاثي البعد ٠‏ ونجد أمثلة اخرى انطلاقا من البند ١١‏ 
والبند *١‏ » لان بعض الفضاءات المترية فى هذين البندين يمكن جعلها فضاءات 
منظمة بصورة طبيعية.٠‏ ومع ذلك » فسنبين في مكان آخر من هذ! البند أن ليس 
كل مترك على فضاء متجهي يمكن ان يولد من نظيم * ش 


٠و‎ 1 | 


؟-اب؟ الفضاء الاقليدي عم والفضاء الوحدي 0 
لقد سبق وعرفنا هذين الفضاءين في ١لسده ٠‏ أنهما فضاءا باناخ حيث 


ل[ إل لم 


الي سيف لاوا 
سس 1/2 ١‏ 
ال 03 


وفي الحقيقة فان 8# و © تامان ( ١ذل-ه١‏ ) » كما أن (3) بولد المترك 7) 
في البند ١ل١ا:‏ 


كم قاع +٠٠١‏ ]رو - رق إل > إإبر- | > زر )4 
ونلاحظ بوجه خاص أنه في حالة :© يكون 
حو + شوق م شرع به > إعد| > إاعداا 
وهذا يؤكد ملاحظتنا السابقة بأن النظيع العم المكرة الابتدائيةلطول المتجه إ«ا ٠‏ 


اا الفضساء 1/7 


لقد عرف هذا الفضاء في ١م ٠‏ انه فضاء باناخ حيث النظيم 
“(6 5) م 2 5 
وسيب ذلك بعود الى أن هذا النظيم يولد المترك التالي (الذي ورد في ١--5م)‏ 


000 


آما تمام هذا الفضاء قبيناه في امصخ *» 


سد علا مم 


كساس؟ الفضفضساء 7 
مسق وعرقنا هذا الفضاء في لك اكلا 6ه وهو خضاء بانا لان المترك هنا 
مولد من النظيم المعرف بالمساواة 


اا صده- اا 
أما تمام هذا الفضاء فسيق وسناه فى هة؟ 


س6 الففسساء [طره]© 


لقد عرفنا هذا الفضاء في ١١١‏ ء وهو فضاء باناخ حيث النظيم معطى 
بالممساواة 


اضم)ع| جه - عا )5( 
وحبث [طيه]- 3 ه أما تمام هذا الفضاء فسيق وأاشتناه فى اهمه ه 


؟سكاس" الفضاءات المنظمة غر التابعة 


يمكن انطلاقا من الفضاءات المترية غير التامة في ١له‏ لاو ١مهم‏ أن 
نحصل مباشرة على فضاءات منظمة غير تامة ٠‏ وعلى سبيل المثال » فان المترك فى' 
١م‏ ومولد من النظيم المحدد بالمساواة ١‏ 


١ 1‏ 
عه امكما | لها 3 


هل يمكن اتمام كل فضاء منظم غير تام ؟ لقد رأينا في 55-1١‏ أن هذا أمر 
مؤكد فيما يتعلق بالفضاءات المترية ٠‏ ولكن ماذا يسكن قوله عن توسيع عمليات 
الفضاء المتجهي والنظيم الى فضاء الاتمام ؟ سنرى في البند التالي أن هذا التوسيع 


كلا سم 


شعل النعياء لعن قن الدوال الطلافية للبعر #اعلى 5زيم] انهاه بنط" 
24 نظليمه معطى بالمساواة 


“زه تمع ]) داما 5 


أن هذا فضاء غير تام ٠‏ فمثلا اذا كان [0,1]-[5,©] » فان المتنالية في اسمسكخ 
هي متتالية لكوشي أيضا في الفضاء الحالي >ر ٠‏ ان هذا آمر واضح تقريبا بالنظر” 
الى الشسكل ٠١‏ من البند لوي او نكون 7<» 
فان 


2 
المبنلي دميو روني 0س | 550 


0 وت 3120 


ان متتالية كو شي هذه لا تتقارب » الامر الذي يمكن اثياته باتباع البرهان نفسه 
الوارد في اسه » حيث ستعاض عن المترك في إا-مة بالمترك الحالي ٠‏ وفي 
حال التترة. :[8:8] العامة + قيمكن اثفاء مخالة لكو ممائلة فيك مون 
غير متقاربة في ير ٠‏ ْ 

يمكننا استنادا الى المبرهنة ١ل+ب”»‏ اتمام الفضاء > » وسترمز الى هذا 
الاتمام بالشكل [5,م]22 ٠‏ ان [5قْ,م]”": هو فضاء باناخ » ذلك أنه مكن توسيع 
النظيم على 6 والعمليتين على الفضاء ا متجمي الى اتمام ير » الامر الذي سثرأه فٍِ 
البند التالى استنادا الى المبرهنة ؟_م#لب” ٠‏ 


وبؤجه أعم » فانه أبا كان العدد الحقيقي المثبت 1م ©6فان فضاء باناح 
[طبه ”ك1 


هو الاتمام للفضاء المنظم المؤلف من كل الدوال الحقيقية المستمرة على [0»] ء 
كما في السابق » والنظيم حينئذ معرف بالدستور 


سند وهم يم 


م/1 6 
(ك "امنا ا( - مادا 5 


وقد وضعنا الدليل السفلي م كي يذكرنا بآن هذا النظيم تابع لاختيارنا للعدد م 
الذي نبقيه مثبتا ء لاحظ أنه عندما يكون 2-م »ء فاننا نجد 7) ٠‏ 
هذا » ونذكر للقراء الذين لهم معرفة ببتكامل لوبيك أنه يسكن الحصول أيضا 

على الفضاء [ط به ]”آ يطربقة مباشرة باستعمال تكامل لوسك ودوال ع القبوسة 
'وفق لوبيك على [5,ن] » بحيث يكون تكامل لوبيك للدالة ”ا على [زيه] 
موجودا ومنتهيا ٠‏ وعناصر [م به]”2 تكون عندمذ صفوف تكافق لهذه الدوال » 
حيث بر يكون مكافئا ل ر اذا كان تكامل لوبيك ل "اإبر- »| على [م.ه] مساويا 
للصفر ٠‏ [ لاحظ أن هذا يضمن صحة الموضوعة (ن؟) ] » 

أما القراء الذين ليس لهم معرفة سابقة بتكامل لوبيك»فليس من داع لانزعاجهم » 
ذلك أن هذا المثال ليس ضروريا لماحثنا القادمة ٠‏ ومهما يكن اعفان 
أهمية هذا المثال تكمن في ان الاتمام قد يقودنا الى نوع جديد من العناصر » وقد 
يكون لزاما علينا التوصل الى طبيعة هذه العناصر ٠‏ 


؟ساسق الففساء د 


هل يمكن لكل مترك على فضاء متجهي أن ولد من نظيم ؟ ان الجواب عن 
هذا السؤال تتم بالنفي ٠‏ ويشكل الفضاء ٠‏ في ١1١‏ مثالا على صحة مانقول» 
وفي الحقيقة » فان 5 هو فضاء متجهي » الا ان المترك ‏ على على ى المعرف بالمساواة 


إه- ةا 1ت 
9 ب بط 7 ماه 


لا يمكن أن بولد من نظيم » الامر الذي ينتج مباشرة من التمهيد التالي الذي ينص 
على أن المترك > المولد من نظيم يجب أن يحقق خاصتين أساسيتين ٠‏ ان أولى 
هاتين الخاصتين وهي الواردة في (وو) تسمى لا تغير الانسحاب للمترك #4 ٠‏ 


ؤم سا المدخل الى التحليل الدالي م" 


اساسة_ تمهيدية ( ( لا تغم الانسحاب ) 
كل مترك ف مولد من نظيم على فضاء منظم هر يجب أن يخقق الخاصتين 
التاليتين 


( )4 - (ه + و به + )ل )2( 


)9 
(< 406 | > (يريه ,يه) 4 (ط) 


أنا كانت العناصر عر ولا و » من ير وأيا كان العدد »ه ٠‏ 
البرهان : 
لدنا 


4)2 + اد - علاك لله + «)- هج ير - زه + بر به‎ > 406 ١ 


0 ١٠١لا‏ 5) 4 || > ابزح عا )| > |إتويم - عنيو || - (تويه بديم) فق 


مسائل 
١‏ بين أن النظيم اعلا للعنصر » هو المسافة بين بر و0. 


؟ س تحقق من أن الطول المعروف لمتجه في المستوي أو في الفضاء ثلاثر البعد 
يحقق خواص النظيم (ن١)‏ ل (ن؛) ٠‏ 


#ال أثبت صحة © أه 
ا أنه يسكن الاستعاضة عن (ن؟) بالشرط 
6دع ‏ احح- 0 ودإم| 


30 سبد عرف الم + آنيت أن خط كون التظيم عددا عي سالب ينتج 
أيضا من (ن) و (ن؛) 


بن يم نسم 


ه ل أثبت آن رق) بحدد نظيما ٠‏ 
25 ليكن عا الفضاء المتجمي الم لف من كل الازواج ج المرتبة (ومبر6) دع و 
(2بيو) بر ووه من الاعداد الحقيقية ٠‏ بين أن 00 الثلاث التاالة 
تعين نظام على * : 
أ | + | > ااعداا 
ةرم + 2 ري) > وعدا 
| .»ا حهم - اما . 
٠‏ أ أثبت أن 4 يحقق الشروط (ن١) ‏ (ن)) ٠‏ 
م ب توجد نظائم مختلفة ذات أهمية تطبيقية على الفضاء المتجهى المؤلف من كل 
المرتبات م من الاعداد ( 5-5 ل؟ ) وهي معرفة بالدساتير 
+٠٠ ٠١ + ||‏ إو#|+ ىتا > رااعرا 
(ه+ > مح >1) #نرعريي + ٠...‏ + عزي#ا+ *ا,ك|) > مأءدا 
لاك ٠ ٠١‏ ااا «سهم - بادا 
تحفق في كل من هذه الحالات أن الشروط 0 (ن؛) محققة ٠‏ 
هوه تحقق من أن (5) تحدد نظيما ٠‏ 
٠‏ الكرة الواحدية ٠.‏ تدعى الكرة 
(1 > اها | اع »> (1 :5)0 


في فضاء منظم الكسرة الواحدية ٠‏ بين أنه في حال النظائم الواردة في 
المسألة 5 والنظيم المحدد بالمساواة ١‏ 


ْ ْ “لكرج + ث,ي) > ملاءاا 
فان الكرات الواحدية تبدو كما هو مبين فى الشكل ٠ 9١5‏ 


الك ١‏ له 


1 اانا سيو 
لمحلايما : 
1 ع ياا*!ا 

3 د العا 


الشكل (15).الكرات الواحدية في المسالة ٠١‏ 


١‏ ( الجموعة المحدية » القطعة الستقيمة ) يقال عن مجموعة جزئية 4م من 
فضاء متجمي 2 انها محدبة اذا اقتضى وقوع أي نقطتين » و رمن م 
تحقق العلاقة 


0552114 ,و( -1)+ عه دع إياء ع - ييز 


تدعى 14 قطعة مستقيمة مغلقة حداها النقطتان + و بر 4 وتدعى كل نقطة 
أخرى من نقطة داخلية فى 6ه ٠‏ ببّن أن الكرة الواحدية المغلقة 


1 5 لاء|| | اع ع > (1 :8)0 


مجموعة ليسسمت محدبة مجموعة محدبة 
الشكل )1١0(‏ مثالان يوضحان مجموعة محدية واخرى غير محدية (المسالة 11) 


تبت عر امن 


؟إل بين الافادة من المسألة 1١‏ أن المساواة 


2( .+ [, 6[ - )م 


لا تحدد نظيمأ على المضاء المتجمي المؤلف من كل الازواج المرتةم ةا دمن 
من الاعداد الحقيقية ٠‏ ارسم ا منحنى )مب وقارنه بالشكل م1 


د 


الشكل (18) المنحني 1- )م في المسالة ؟1 


١٠ل‏ بين أن المترك المتقطع على فضاء متهي )بعر لا يمكن أن يولد مسن 


نظيم (اساسم)ء* 
8 اذا كان 4 متركا على فضاء متتجمي وعجر مولدا من ظيم ؛ وكان 4 معرفا 
على النحو التالى 


لع 0 1+نرم)4ك-(رمة ‏ ,مدومة 
فبين أن 4 لا يمكن أن يولد من نظيم ٠‏ 
1 دا ( المجموعة المحدودة ) ٠‏ بين أن الشرط اللازم والكافي كي تكون مجموعة 


ا 


حَرَلية 4 من قضاء منظم عر محدودة. هو أن إلوجد .عسدد مو جمين ع محست 
د المتبابنة > اعلا أنا كان من يد » ( لتعريف المجموعة المحدودة 
عثد. الى المسألة ١‏ من. البند 55 ) ٠‏ 


15-؟ خواص اخرى للفضاءات المنظمة 


ان الفضاء الجزئي ب من فضاء منظم هر هو تعريفا فضاء جزئئي من 04 
باعتباره فضاء متجهيا » نظيمه مقصور نظيم عر على المجموعة الجزئية ٠ ٠‏ ونقول 
عن نظيم با هذا انه مولسد من النظيم على بد ٠‏ وفي حال كو ن لا مجموعة مغلقة 
في ير » فاننا تقول إن و فضاء جزئي مغلقير من 2 . 

كذلك ؛ يعرف الفضاء النجزني 7 من فضاء باناخ عر بأنه فضاء جزئي من هر 
باعتبار ير فضاء منظما ٠‏ لذا قائنا لا تتطلب من 2 أن ييكون تامأ ( رغم أن بعض 
الؤلفين يعتبرونه كذلك ٠‏ وهكذا فالحذر ضروري لدى مقارنة الكتب المختلفة ). 

وفي هذا الصدد » تكون المبرهنة ١4لا‏ ذات فائدة لانها تقتضي مباشرة 
الميرهنة التالية: 


15-1 مبرهنة ( الغضاء الجزئي من فضاء باناخ ) 
الشرط. اللازم والكافي كي يكون فضاء حجزئي و من فضاء باناج .3 تاما هو 
أن تكون المجموعة [١‏ مغلقة في ص 
ان التقارب وبعض المفاهيم المرتبطة به في الفضاءات المنظمة نتسج مباشرة 
من التعريفين ١4١‏ و ال#كسام الواردين فيمعرض الفضاءات المترية »ومن كون 
لا- »| - زر )4 وعلى وجه التحديد » نجد ما يلي : 
(:) تكون المتتالية () في فضاء منظم عر متقارية اذا وجد عنصر في 


:0 > ادا وار 


0 


ون تكتب عندئذ بوهايير © كما سمي د نهاية المتتالية لضا 0ء 
40) تكون المتتالية () في فضاء منظم متنالية كوشي اذا وجد لكل عدد 


© > إإاجد - بنة|! [قق 


أيا كان العددان الصحيحان .+ المحققان للشرط )2< »يور ه 


لقد تعاملنا مع المتتاليات حدى في المضاءات المترية العامة ٠‏ أما في الفضاءات 
المنظمة » فاننا سنخطو خطوة هامة أخرى وذلك باستعمالنا للمتسلسلات ت كما يلي 


يمكن تعررف المتسلسلة غير المنتهية سرف ب 
التحايل الحقيقي ٠‏ وفي الواقع » فاذا كانت )0 متتالية في فضاء منظم > » فمن ٌ 
الممكن أن نقرن بها المتتالية ررى للمجاميع الجزئية 


> لير ل ركز كد برق 


حيث -0-1,2,2-2 ٠‏ فاذا كانت (ي) متقاربة » ولنفترض مثلا أن 


وحيوى أي أن وجل|و-.و| 
قلنا إن المتسلسلة غير المنتهية » أو اختصارا الكتسلسلة 
و 0 )2( 
2 
متقارية »وان مجموعها يساوي : ٠‏ وعندئذ تكتب 


+2 ءا > يبر 5 دو 
اعم 


اذا كانت المتسلسلة ١٠٠+|.*ا+ااا‏ متقاربة » قلنا إن المتسلسلة 2) 
متقاربة بالاطلاق . ويجدر بنا في هذا المقام تنبيه القارىء بآن الشرط اللازم 


من- الأيم يد 


والكافي كي نقتضى التقارب المطلق لمتسلسلة تقارب هذه المتسلسلة في فضاء منظم 
يد هو أن يكون ير فضاء تاما ( عد الى المسألتين بوه ) ٠‏ 5 

ان مفهوم التقارب بسكن توظيفه في تعريف « قاعدة » كما يلى : اذا حوى 
فضاء منظم ير متتالية (,) بحيث أنه يوجد لكل عنصر » في عر متتالية وحيدة 
من الاعداد (,ه) تتحقق معها الشرط 

0 حسب ||( ير6يربه + 900 +ممره) - دا )3( 

عندما ه جسم » فان (6,0) تدعى قاعية شاودر ( أو قاعية ) للفضاء جر ٠‏ 
وتدعى عندئذ المتسلسلة ١‏ 


02 2 
21م 


التى مجموعها عر منشور » بالنسبة ل (») » وتكتب 


2 
6-1 
وعلى سبيل ال مثال » فانه بوجد ل م فى +« ب" قاعدة شاودر (ه) حيث 
(ة)-.ه » أي أن .ه هي المتتالية التي حدها ذو الترتيب م يساوي 1 » وكل 
حدودها الاخرى أصفار ٠‏ وهكذا فان" 
0,0,0 ,1,0) ع رم 
(0,00 ,1,0 ,0) يع 4 
1,0,2 ,0,0) وم 
وعدا ء 
اذا وجد لفضاء ء منظم يا اعد الور وان لقصو :( اننم ارين 
السدهة) ه وشا أن البرهان على هذا أمر سهل » فاننا نترك أقامته للقارىء 
ا ٠ ) ٠‏ وبالمقابل»فهل يوجد لكل فضاء فصول لباناخ قاعدة لشاودر ؟ ان 
سؤّال شهير شهير طرحه باناخ نفسه منذ قرابة ٠ه‏ سنة ٠+‏ لقد تم اثبات وجود قاعدة 
0 في أغلب فضاءات باناخ الفصولة المعروفة ٠‏ ورغم ذلك » فان الاجابة 


ب ثم سم 


عن السؤؤال السابق تتم بالنفي » ذلك أن إتفلو )١907(‏ تمكن منذ عهد قريب من 
أنشاء فضاء فصول لباناخ دون أن يكون لهذا المضاء قاعدة لشاودر ٠‏ 
الننقل أخيرا ل الفضاء الال ولحي مررنا على ذكرهما 


59-5 مبرهنة ( الاتمام ) 

ليكن )٠١1(‏ -2 فضاء منظما . عندئذ هناك فضاء لباناخ 2 وتطبيق 
أيزومتري م من 2 على فضاء جزئي/ز من بر كنيف في غرا٠‏ أن الفضاء + وحيد 
اذا غضضنا النظر.عن الفضاءات الايزومترية معه » ( بمعنى انه اذا كان 4 أي فضاء 
لماناخ يحوي فضاء جزنيا كثيفا لا أيزومتريا مع عر » فان الفضاءين عر دع 
ايزومتريان ) ٠‏ 
المرهان : 

تقتضي المبرهنة 5٠56.١‏ وجود فضاء متري تام (4 ,) ير ووجود تطبيق 
ابزومتري 17-4000 مدير :م » حيث ا كثيف في زر » وحيث كز وحيد 
بغض النظر عن الفضاءات الابزومترية معه ٠‏ ( : تعمل هنا الحرف 44م دؤن 7 » كما 
فى ١ل"‏ »2 وذلك لاننا سنستعمل الحرف 7 بمعنى آخر لدى. دراسة بعض 
التطبيقات القادمة فى البند ه؟ ) ٠‏ وبالتالى » فيجب.علينا لاثيات هذه المبرهنة 
أن نجعل من * فضاء متجهيا » ومن ثم نعرف على ير نظيما مناسبا * 

لتعريفت عمليتي الفضاء لقو الجر كن كلق جر الجا مسي و2 9 
من جر وأي ممثلين () هن + و (.ر) من و٠‏ وعلينا أن نذكر.بآن .وو هما 
: صنا كاقل لحاليات كوشي في جرد فاذا غرضنا أن + -ي فان (,) هبي 


منتتالية لكُوشني في ا لان 
“ألا _ 7 || + يمد - :د || كك || لمرلا + )ات 10 3 داع 0 ب م2 


رف الود لج دع لع ولا بآنه صف التكافو الذي تشكل زع ممثلا 
لها٠‏ لذا فان )0 ٠‏ ان هذا التعريف مستقل عن اختيازنا الخاص”: للتتاليتي 


لس 86 سس 


1 


كوشي المنتميتين الى م وو » ذلك أن (1) في البند !سد تبين بأنه اذا كا 
اا ل شق شك ف للك الي لس زه 


ألم - مااع مد > مد || 5 لكي + 'مد) - مرا + بهذا 

ونعرف بصورة ممائلة الحداء عه في زر لعدد » بالعنصر على أنه صف 
التتكافوٌ الذي تمثله (وننه) ه ومرة ثانية » فان هذا التعريف مستقل عن أختيارنأ 
الغاص بلكل واي ا لاك و كدل 
الجبردين كل الخواض ال ع ا ا الي 0 
التعريف أن عمليتي الما المتجوي ى على /زا المولدتين من جر تنسجمان مع العمليتين 

كذلك » فان م بولد على ٠7‏ نظيما ||١],‏ قيمته في كل نقطة حك - ترز من بآ 
هي ادا- :[9|! ٠‏ والمترك الموافق على 17 عمو مقصور خ على ٠٠‏ نظرا لكون 4 
تطبيقا ايزومتريا ٠‏ ويسكننا تمديد النظيم ,|:) الى عر يوضم ( ,206 - يوم أيا 
كان # من يي » ذلك أن من الواضح بأن .1:1 تحقق (ن١)‏ و (ن؟) من البند 
؟؟ » وأن الموضوعتين الاخريين 11 و (ذ؛) تنتجان من نظيرتيهما المتعلقتين 
بالنظيم 1١1,‏ وذلك بالاتتقال الى النهاية 8.٠‏ 

مسائل 
١‏ سداثبت أن رم عد ا ده اه 
؟ سا بين أن ىه الوارد في السالة ١‏ هو فضاء مرا" مفلق في » وبالتالي 
٠‏ فَان م» تام استنادا الى هه5؟ و أسكوسبيا ٠‏ 

ىق لتكن المجموعة الجزئية مو من > مؤلفة من كل. المتتاليات التي يوجد في 

كل منها عدد منته فقط اوداك لماز وين أد.ر انعا نزي 

من , » الا أنه غير مغلق ٠‏ 


سم .ا سمه 


5 2111111111 نك أن عمل الجمع المتجهي و الضرب 
بعدد في فضاء منظم عر عمليتان مستمرتان بالنسبة للنظيم » أي أن التطبيقين 
بو + عر سا (با,«) و عم جا(ع«يه) مسستمر أن ٠»‏ 
. ه س برهن أنه اذا كان ع« يداير وبر هاير قال 987 ير حب ردير أ ثست أنه 
إذا كان ع مص بد 39 عر لجس كد فان عزيه مسسس برخاير 0‏ » 
5 أثبت أن اللصاقة ع للفضاء الجزئي م من فضاء منظم عر هي أيضا فضاء 
( التقارب المطلق ) ٠‏ سكن أن 0 المتسلسلة ٠‏ + الددلا+ إلدرلا+ ارا قد 
لا يقنضي تقارب المتسلسلة ..٠‏ +وبا+ يبر + ابراه إرشساة ٠.‏ خذ * الوارد في 
المسألة # والمتتالية لغا) ال 0 و تمادو و 0ن عندما 
1 عر ٠‏ 
هم اذا اقتضى التقارب المطلق لاي متسلسلة في فضاء منظم تقارب هذه' 
المتسلسلة »© فميكّن أن عر فضاء تام 3 
ه ل أثبت أن كل متسلسلة متقاربة بالاطلاق في فضاء باناخ م: متقاربة ٠‏ 
( قاعدة شاوتر ) + بين أنه اذا وجدت قاعدة لشاودر فى فضاء منظم فانه 
فصول ٠‏ 
١ل‏ أثبت أن 2 » حيث (ية)-.» » قاعدة شاودر للفضاء # »© بفرض أن 
مه+ > مك 1[ ٠‏ 
ا وإنصت اليم ) يعرف نصف النظيم على فضاء متجهي * بأنه تطبيق 
#مسير :م بحقق الشروط (ن١)‏ و (نم) و (ن؛) من البند ك5_؟ ( و 
ضفن الؤلفين. لصح النظيم ).أثبت أن 
,0 > (0)م 


.م - نرم ك عام - رما 


( وبالتالي » فاذا اقتضت المساواة 0-0)م أن 0-ء » فان م نظيم ) ٠‏ 


ب ؤأؤسد 


. اب بين أن العناصر ».من ب في المسآلة ١١‏ والمحققة للمعادلة..0-0)م __تشكل 
فضاء جزئيا بد من بر» كما أنه يمكن تعريف نظيم على برهر ( راجع المسألة 
4 من البند كب ١‏ ) بالمساواة م)م-,اع| » حيث 2ع و برهورعو .3 
4 ( فضاء حاصل القسمة ) ليكن لا فضاء حزئيا مغلقا من فضاء 


يم ٠‏ بين أنه يمكن تعريف نظيم 1010 على" لايد ( راجع المسألة ١6‏ 
من البند ١,‏ ) بالمساواة 


العا كمذح مالغلا + 


حيث لابلاع »أي أن 2 أي مجموعة مرافقة ل لا ٠‏ 

6 ( جماء الفضاءات المنظمة ) . اذا كان ١0‏ و )*.٠١!«‏ فضاءيان 
منظمين 6 فبين أن فضاء الجداء المتجهى و »ا ا ح عر ) المسألة 1 مسن اليند 
١‏ ( عدو فضاء منظما عند وضع 
0ك ن,») دع] (وااضنا| ,العا حقص > ادا 


؟؟ الفضاءات المنظمة والفضاءات الجزئية منتهية البعد 


هل الفضاءات المنظمة منتهية اليعد أبسط من الفضاءات غير منتهية البعد ؟ وني 
أي صدد ؟. ان طرح مثل: هذة الاسئلة أمر طبيغي » وأهميتها تنبع من كون 
الفضاءات بالمنظمة رفضاءاتها الحجرئية تلعب دورا بارزا في العديد من المواضيع 
( كنظرية التقرب والنظرنة الطيفية مثلا ) ٠‏ ويسكن قول الكثير من الاشياء.المهمة 
في هذا السياق» لذا فمن الاهمية بمكان تجميع بعض الحقائق حول هذه الفضاءات 
لكونها مهمة في حد ذاتها » ولانها تشكل أدوات لابحاثنا القادمة ء وهذا هو 
موضوعا في ايند الخالي ولاحقه » 

وشكل التمهيد ,التالي مصدرا لكثير من النتائج المتوخاة ٠‏ وينص بصورة 
تقرسية على أنه في حال الاستقلال الخطي للمتجهات » فمن مير الممكن ايجاد 
تر كيب خطي يحوي أعدادا كبيرة ويمثل في الوقت نفسه متجها صغيرا ٠‏ 


سد لاة يم 


16-5 تمهيدية ( التراكيب الخطية ) 


تكن د,.. 000 مجموعة مستقلة خطا من المتجهات من فضاء منظم »ر 
( أبا كان بعده ) ٠‏ عندئذ ابوحجدك عغذدد موجب ع يحي تتحقق المتبانة 
.(0<م) (زمما+ ٠٠١‏ +ابع)ه 3 امه + +٠٠١‏ يدره|| )01 


أب كانت الاعداد 0:1 و* “كو يرو 


المرهصان : 

سئرمز ب وى للمقدار إمه|+...+ار»ء] ٠‏ فاذا كان 0-ى ؛ فان كلا من, 
0 يساوي الصفر » وبالتالي فان 01) تكون محققة أبا كانت © ٠‏ لنفترض 
طرفيها على 5 ٠‏ فاذا فرضنا أن وليه - بهم » فان (1) تكافىء المشانة 


1-اقايةٌ) عمق + ٠٠١‏ جضرق| 2 


لذا فانه كفي البرهان على وجود عدد موجب +ع بحيث تكون 2( محتقسة 
أنا كانت المرتية م من الاعداد «8, د88 حبث 1 إرم| !2 ٠‏ 


المتجهمات 


1 - ديم 0 .ج8170 ع 
بحيث أن 


مجساإيرر] عتدما جمدم 


ان محاكمتنا الآن ستتكون على النحو التالى : للا كان 1 بم ؟ » فان 8/|21| 
لذا فان المتتالية 


ةن 


,”يع ,8إم) - «كزم) 
تكون مخدودة لدي تنبت 1+ وبالتالي + فاته يترتب على مبرهنة يوانو 
فيرشتراس أن المتتالية ("84) تحوي متتالية جزئية متقاربة ٠‏ لنرمز ب .م8 لنهااية 
هذه المتتالة الجزئية » و ب (..وو) ' لنهاية المتتالية الجزئية المقابلة من رمن ٠‏ 
وباجراء مناقشة ممائلة » فاننا تجد أن (.:<) تحويمتثالية جزئية (مرود) بحيث 
تكون المتتالية الجزئية المقابلة من الاعداد “ام متقاربة » ولترمز ب 8 لنهاية 
'"80 ا. فاذا واصلنا السير في هذه الطريق ؛ فاننا نجد بعد خطوات عددها »م 
متتالية جرئية (: 0 مرا )> لرييو) من (,) حدودها من الشكل 
[1- "وا 0 ير 
حيث تحقق الاعداد “د الشرط رم جه ”د عندما هيمر . لذا نجد أنه 


عنلدما هه مم يكون 


زكترق 1 سود فس 050 
ع 


حيث 1 - ,218 » وهذا يعني أنه لايمكن أن تكون الاعداد ,م أصفارا معا ٠‏ وبما 
أن لمدى١٠٠.»«)‏ مجموعة مستقلة خطيا » فان ##0ير . ونجد من جهة أخرى 
أن رما يقتضي إندا ‏ اامبنو] استناد! الى استمرار النظيم ٠‏ ولا كان 
0ح- امر| فرضا : وكانت (سد) متتالية جرئية من (ب) » فلا بد أن يكون 
0 ءاه وهذا يقتضي المساواة 0- || وفق (ن؟) من البند ل+؟ ٠‏ وبما أن 
هذا بناقض كون 0ضدبو » فاننا نكون قد أثبتنا صحة التمهيدية . 8 


وكتطبيق أول لهذه التمهيدية © سثورد الميرهنة الاساسية التالية : 


4-5س؟ هبرهنة ( التمام ) 


كل فضاء جزئي منتهي البعد 9١‏ من فضاء منظم جر لابد أن يكون تاما ٠‏ وبوجه 
خاص » فان كل فضاء منظم منتهي البعد تام , 


مم86 يدم 


ع 
ا دلا مه وأن (ك,: 0 
يكون لكل مرا ل 


و ث“ياه جد لجرو ايه حور 


ولما كانت )دا) متتالية كوشي © فانه يوجد لكل عدد موجب ع عغذدد صحيح 
موجب /ر بحيث أن >|ا- ,| عندما يكون /2<: .م ٠‏ يترتب على هذا وعلى 
التمهيدية 5ب4 ١‏ وجود عدد موجباء بحيث أن 


. 
ولإين - ريم 2 2 
21 


محل - ”زم ب | - ابد رده 
عندما يكون بز < م رار » وبالتقسيم على نحد أن 
بها > إتبه-'*زم| لل ايه "ها 
وهذا يبين أن كلا من المتتاليات الآنية ( التي عددها » ) 
2ق 52 


عي متتالية في © :أو ح » وبالتالي فانها متقاربة » وسنرمز لنهايتها ب به م لنعرف 
بعد هذا ( باستخدامالنهايات::» و٠٠5٠‏ وي ) العنصن.ر بالمساواة 


06 + 2 6#0رن ددر 


من الواضح أن جر » كما أن 
اليه - ليه ل |إمديه- كيم 2 | - لاجر 


لما كان بهو ”ره في الطرف الايمن » قات 0ب إير- بر » أي أذ تومير ٠‏ 


“ا ال 


وهذا مين أن () متقاربة فيلا ٠‏ وبما أن (ر) متتالية اختيارية لكوشي يلام 
فان عو تام ٠‏ 8 


نستنتج من هذه المبرهنة والممرهنة 74-1 ما يلي : 


16-5 مبرهتة ( الانفلاق ) 
كل فضاء جزئي منتهي البعد 1١‏ من فضاء منظم > لابد أن يكون مفلقا في ير . 
سنحتاج الى هذه المبرهنة في عدة مناسبات في أبحاثنا القادمة ٠‏ 1 
ويجدر بنا توجيه النظر الى أنه ليس ازاما على الفضاءات الجزئية غير منتهية 

البعد أن تكون مغلقة » 

مثال : 


ليكن [0,1]© - و (0-٠,ر‏ ,وم مدمء- لا حيث م - )بد > أي أن ل 
هى مجموعة الحدوديات جميعا ٠‏ ان نو ليس مغلقا في بر ٠‏ ( لماذا ؟ ) 


شمة خاصة هامة أخرى للفضاء المتجمي منتمي البعد ا تتلخص في أن جميع 


النظائم على د تولد الطبولوجيا نفسها على > ( راجع البند "١‏ ) ؛ أي أن كل 
المجموعات المفتوحة في عر هي نفسها بغض النظر عن الاختيار الخاص لنظيم على 
اه أما تفصيل هذا الامر فهو وارد فى ثنايا المبرهنة التالية : 


44-5 تعريف ( النظائم المتكافئة ) 


نقول عن نظيم ا على فضاء متجهي عر انه مكافسىء للنظيم .|| ٠١‏ على 
ع اذا وجد عددان موجبان م و م بحيث تحقق الشرط 


8 -ماا«لاط ك اع.ا| ك ولاءااه )3 
أنا كان ع2 من 2 » 


--46 نسم 


يحدد النظيمان المتكافئان على هر طبولوجيا واحدة على عر ٠‏ 
ل الفضاءين )|١1(‏ ه (م| 0 000 السألة )6 
ويمكننا باستخدام التمهيدية. ١-45‏ أن ثبت صحة المبرهنة التّا/ ية( التي لاتصح 
فى حال الفقاءات غير منتمية البعد) > 


مبرهئة ( النظائم المتكافئة ) 
| كل نظيم |١|‏ على فضاء متجهي منتهي البعد © لابد أن يكافى: أي نظيسم 
آخسر |١|[‏ على © * 

البمرهان : 

لنفترض أن م <ط سنة وأن (.,0-٠..نه)‏ أي قاعدة للفضاء عا ٠‏ عندئذ 
بكون لكل من جر تمثيل وحيد 

٠0 4‏ لط رين ع بن 

ونحد استنادا الى التمهيدية 4 ! أن هنالك عددا موجيا © يحيسث يكون 


«(لمعا+ ٠٠ ١‏ + لىمل)ء > دا 


كذلك » فان متباينة المثلث تعطى 
.ماك عمس دع 5 3 ك ماكلا ابه| ب كماءا 


إنترتب على م سيق أن عا وااعاله حيث 0<ال - ه ٠‏ أما المتبابنة الاخرى في 
(3) فنجدها بجعل كل من النظيمين 1٠١1‏ . و |1١10‏ يلعب دور الآخر في المناقشة 
السابقة .8 

لهذه النظرية أهمية تطبيقية كيرة ٠‏ فهى تقتضى مثلا أن تقارب أو تباعا. 


بالاو المدخل الى التحليل الدالي م7 


منتالية في فضاء متجهي من منتهي_البعد لا تعلق بالاختيار الخاص .للنظيم_ الذي نزود 5 
نه المفضاء 


١‏ أعط أمثلة على فضاءات جزئية غير مغلقة من > واه 

؟ لس ما هي أكبر قيمة ممكنة للعدد 5 في ).في كل مما بلي : (1) دج او 
1:0) ترك وز ,0) حي > (ب) 87> عاو (1,0,0) سر و (0,1,0) دياو (0,0,34) 2ر1 ؟ 

+ ل أثبت أن موضوعات علاقة التكافق تصح فى التعريف 445 ٠»‏ 

#اعيته بين أن ا له ٠‏ 

ه ‏ اذاكان (٠١1‏ و م١|‏ ظيدين مشكافتين .على جراء»فبين أن متاليلت كوشي 

واحدة في الفضاعين )1١((‏ و )6|١0‏ ٠ه‏ 
ب بيترتب على المبرهنة ؟ه أن النظيمين 1١1‏ و 1١|.‏ في المسآلة م من 


لا ل ليكن 1١1‏ نظيما كما في المسآلة م من البند 5# » ولنفترض أن ٠١١‏ 
أي نظيم على على ذلك الفضاء المتجمي» 0 أثيت مباشرة ( دون اللحوء 
الى 4ه ) وجود عدد موجب ن بحيث يكسون اعلا 8ك اع أبيأ 
كان + » ١‏ 


ببن أن النظيمين 1١1,‏ و 1١1.‏ في المسألة.م من البند +5 يحققان الشرط 


- 


- 


اينات 


اا 
هه اذا كان النظيماك 1١1‏ و |٠١1٠‏ على فضاء متجهي © متتكافئين » فبين صحة 
مأ يلي : () وحمب |( مهل تقتضي (8) 0ب وإ يل ( وبالعكس طبعا ) ٠‏ 


0 


ات أنبت أن كل المصفوفات (يبه) - ىم من المرتبة 1 » ححيثث 51 0 عددان 

مثبتان تشكل فضاء متجهيا بج بعده م + بين بأن كل النظائم على بج 

متكافئة ٠‏ ما هي مشابهات النظائم 1٠١1,‏ و .ل١]‏ و سا١[‏ الواردة في 
.المسألة ه-من اليند ؟ل5 في حالة الفضاء الحالي 2 ؟ 


م التراص واشعد 1١‏ لنتهي 
هنالك خواص قليلة أساسية أخرى للفضاءات المنظمة منتهية اليعد وللمضاءات 
الجزئية منها ترتبط بمفهوم التراص » الذي نعرفه على النحو التالي ٠‏ 


؟سهب1 تعريف ( التراص ) . 


متراصة باعتبارها فضاء جزئيا من ير ».أي اذا حوت كل متتالية فى 34 متنتالية جزئية 
نهابتها عنصر من مج ٠‏ 8 
وتقدم التمهيدية التالية سمة عامة للمحموعات المتراصة ٠‏ 


؟سهب؟ تمهيدية ( التراص ) 
كل مجموعة جزئية /د من فضاء متري مفلقة ومحدودة ٠.‏ 

البرهان : 
من المعلوم استنادا الى () من ١1ل4‏ ه أنه اذا كان عنصرا ما من 2م 


نه وبصورة أدق »© إنه متراص تتابعيا ٠‏ وهذا هو أهم نوع من أنواع التراض 
في التحليل الرياضي ٠‏ ومن الجدير بالذكر أن ثمة نوعين اخرين من التراص» 
بيد أن أنواع. التراص الثلاثة المختلفة تتطابق في الفضاءات المترية » وبالتالي 
فان التمييز بينها غير وارد في أبحاثنا ٠.‏ 


م 


فتوجد متتالية (ه) فى بهو بحيث أن »«ج يد ء ولا كانت 4ه متراصة » فبان 
كبو د الامر الذي يعني أن مرو مغلقة نظرا لكون العنصر > من م كيفيا + لننتقل 
الى اثيات محدودية و ٠‏ اذا افترضنا مؤقتا أن يد غير محدودة » فلابد أن تحوي 
عندئذ متتالية غير محدودة (,ر) بحيث يكون <(0 ,,ن)4 » بافتراض م أي عنصر 
مثبيت ٠‏ ان هذه المتتالية لا يمكن أن تحوي متتالية جزئية متقاربة » ذلك أن كل 
متتالية جرئية متقاربة يجب أن تكون محدودة وفق التمهيدية 8٠ 54١‏ 

ان عكس هذه التمهيدية غير صحيح بعامة ٠‏ ش 


المرهصان : 
لاثيات هذه الدعوى الهامة » نأخذ المتنالية (,) في 1 4؛ حيث (ري8) - .ه 
متتالية حدها ذو الترتيب م ساوي 1 في حين تكون حدودها الاخرى جميعا 
مساوية 0 ٠»‏ (راجع [ من البند لم) ٠‏ أن هذه المتنالئة محدودة لان 
1>-له| » كنا تشكل حدودها مجموعة مغلقة لعدم وحود نقطة تراكم لماه 
كذلك » فان هذه المجموعة ليست متراصة للسيب تفسه ٠‏ 8 
أما فى خال الفضاءات المنظمة المنتهية » فنجد ما يلى : 


؟-مب؟ مبرهئة ( التراص ) 
الشرط اللازم والكاني كي تكون مجموعة جزئية 14 من فضاء منظم منتهسي 
البعد متراصة هو أن تكون م مفلقة ومحدودة ٠‏ 
البرهصان : 
ان التراص يقتضي الانغلاق والمحدودية كما رأبنا في التمهيدية ب 5 ء 


وسنبرهن الآن على العكس ٠‏ لتكن 4 مغلقة ومحدودة » ولنفترض أن م ع يز ورزلك 
وأن بي». )»...٠١‏ قاعدة ل عد ١‏ لنأخذ المتتالية ١.ند)‏ فى 31 ٠‏ عندئذ بوجد لكل 


ا التمثبل 


“راع ل.ل جار اع ع 


ات نت 


ولا كانت 84 محدودة » فان (,.د» تكون كذلك » ولنفترض مثلا أن > مما أيا 
كان :مه لذا فانه يترتب على التمهيدية ١4‏ أن 


حمر مد |و"ه | ساد 
1دز 1ه 


احيث » عدد موجب ٠‏ نستنتج من هذا أن المتتالية العددية 0ب ( رمثبت) 


محدودة » وانه استنادا الى مبرهنة بولزانو ‏ قفيرشتراس يوحد لها نقطة تراكم 
م (لدينا هنا ,> >1 ) ٠‏ نستخلص من هذا كما فعلنا في برهان التمهيدية 
١4‏ أن (.) تحوي متتالية جرئية (.) تتقارب من مع ع-: ٠‏ وبما أن 
ا مغلقة » فان مدع » وهذا سين أنه بوجد لكل متتالية كيفية ر,دا في / 
متتالية جزئية تتقارب في 6و » الامر الذي يقتضي كون ٠)‏ متراصة ٠‏ 8 1 

تبين محاكمتنا السابقة أن المجموعات الجزئية المتراصة فيه ( أو في 
فضاء منظم آخر منتهي البعدهي بالضبط تلك المجموعات الجرئية المغلقةوالمحدودة. 
وبالتالي » فان خاصة الانغلاق والمحدودية يمكن أن تسخر لتعريف التراص » علسأ 
بأن هذا الامر لا سري على حالة الفضاءات المنظمة غير منتهية البعد ٠ه‏ 

وتمدنا التمهيدية التالية التي تعزى الى ريس ( عام 1418 ) بمعين آخر من 
تناج هامة أخرى ٠‏ 


5ه تمهيدية فاه رسس 


ليكن 2 و لآ فضاءين حزئيين من فضاء منظم 3 (آيا كأن بعده) » ولنفرض أن 
لا مغلق ومحتوى تماما في 2 ٠‏ عندئفذ يوجد لكل عدد حقيقي م من الفترة (0,1) 
عنصر ج من 2 بحيث أن 


1-اد »© لعل اعرد 268<ار-| 
المرهصان : 1 
ليكن 2-1 من » ولترمز لبعد ه عن لا بالعدد ه » أي أن (راجعم التشكل )١6‏ 


بدا [ .| سمدم 


الشكل (19) . تبيان الرموز الواردة في تمهيدية ريس 
من الواضح أن 0< لكون ١‏ مغلقا ٠‏ لنأخذ الآن أي م من (0,1) ٠‏ عندمذ 
نحد وفق تعريف الحد الادنى آنه إدوجد وبر من للا بحيث أن 
215-56 ه )00 
( لاحظ أن ه<68/ه نظرا لكون 0>86>1 ) ٠‏ لنفترض أن 


3 


0 لي امد‎ ١ 
. وسنبين الآن أن 6 2م - دا أي كان « من لا . لدينا‎ » || - ٠ عندئذ يكون‎ 
لاد - لمم - م)ء | > ابو ملا‎ 


ارام عمو نإ مع 


7 الح مل مع 


الإكتع وبر حورو 


اد ات 


ويدما أن عبارة ا تبين أن ,بر عنصر من لا » فاننا نحد أن + <الرر- م استتادا الى 
تعردف 4 ٠‏ ونحد وضع 2< خارحا واستعمال «1) أن 


كع كد ومع - م ء د إو- || 
دو 


0 تكون قد أكملنا البرهان ٠»‏ 7 


الممرهنة ؟ه_” ٠»‏ وبالمكين لقان تمهيدية رس نمدنا بالمبرهنة الهامة والشهيرة 
التالئة ٠‏ 


؟سوسة مبرهئة ( البعد المنتهي ) 


اذا اتصف فضصاء منظم دأن كانت الكرة الواحدية الفلقة !١!‏ 5 ||| ماع قز 
البرهصان : 

لنفترض أن ممع متراصة ؛ الا أن هع سنة» ولنبين أن هذا رودي الى 
وحيد اليعد في 6 4 وهذا الفضاء الجزئي مغلق وفق 45م © ومحتويقر تماما 
فى عر نظرا لكون 2-٠‏ بزل ٠‏ واستنادا الى تمهيدية ريس »ء قانه بوحد عنصر يمر 
من عر نظيمه 1 بحيث ,تكون 
4د ود الس-يها 
ان العنصرين ,ب و وى يولدان قضاء حجزرنا 2 نناء ى البعد مغلقا ومحتوى تماما في 
بد ٠‏ واستناد! الى تمهيدية رس » فانه نود عنصن د من عر نظيمه ! بسحيث أنه 
اذا كان ع أي عنصر من يا فان 


1 
لداع - 
داكا 


حب كيد 


1 
: 22ل ددا 


23 اضد- وكا 
واذا تابعنا هذا بالتدرج نحد متتالية (.») من عناصر بحيث أن 


د اهمها 

.لم عميم) <> امد 0 
ومن الواضح أن () لا يمكن أن تكون متتالية جزئية متقاربة » وهذا يناقض 
حقيقة كون]ج متراصة ٠‏ لذا فان افتراضنا بأن -* ممنك غير صحيح » وبالتالي , 
فان +->2ر مين ٠‏ 8 

لهذه الممرهنة تطبيقات متنوعة » وسنستخدمها في الفصل الثامن كآداة 
أساسية لدى دراستنا لما يسمى بالمؤثرات المتراصة ٠‏ 

ان أهمية المجموعات المتراصة تعود الى « سلوكها الحيد » » فان لها خواص 
أساسية عديدة مشابهة لخواص المجموعات المنتهية » وهذه الخواص لا تتمتع بهأ 
المجموعات غير المتراصة ٠‏ وفيما يتعلق بالتطبيقات المستمرة » فان اجدى الخواص 
الرئيسية تنص على أن ضور المجموعات المتراصة هي مجموعات متراصة » الامر 
!مس" مبرهنة ( التطبيق الستمر ) 

ليكن ٠‏ و ٠‏ فضاءين متريين و لز :1 تطبيقا مستمرا ( 99-1 ) ٠‏ 
عندئذ تكون صورة مجموعة حزتية متراصة ١ر‏ من 0 وفق 7 متراصة ٠‏ 
المرهسان : 


كفي استنادا الى تعريف التراص أن نين بأن كل متتالية (رو) فى الصورة 
ا -7)34 تحوي متتالية جزئية تتقارب في ررج)7 ٠‏ بما أن (/7)8 ©,ا» فيوجد 


بد .| يم 


عنلصر ,د من 4ج بحيث يكون :20 >-,« ٠‏ ولا كانت 84 متراصة » فان (يد) 
تحوي متتالية جزئية ين تتقارب في 84 ٠‏ ان صورة (ي؟) هي متتالية جرك؟ية 
من (,بر) © وهذه المتتالية الحزئية لابد أ نتتقارب في 0 وفق انكسم 
نظرا لكون 7 مسكثمرا ٠‏ لذا فان (7)34 متراصة ٠‏ 8 

نستنتج من هذه المبرهنة أن الخاصة التالية » والمعروفة في نظرية الدوال 
الحقيقية لمتغير حقبقى » تظل صحيحة فى الفضاءات المثرية ٠‏ 


]هما نتيجة ( القيمة المظمى والقيمة الصغرى ) 

أن التطبيق الستمر 7 لمجموعة جزئية متراصة /1 :مسن فضاء متري 7 في 
الفضاء 8 ينْدرك قيمته العظمى وقيمته الصفرى في نقطتين من ٠ .١/‏ 
المرهسان : . 

ان المجموعة 7)84-8 متراصة وفق المبرهنة له" »؛ وهذه المحموعة 
مغلقة ومحدودة استنادا الى التمهيدية 0 1 لدى تطميقها على (1)3/4 أ ه لذا 
فان ©/1)38 ع1)84 مذ » (1)84 7)384 مندو » كما أن الصورتين العمكسيتين لهاتين 
عظمى على الترتيب 8٠‏ 


مسائل 


ا ل بيكن أن حم و© ليسا متراصين ٠‏ 


ل ا ل 
العانك لسن كزاها + 


م # أورد أمثلة على منحئيات متراصة وأخرى غير متراصة في المستوي #2 7 
4 أثبت أنه كي تكون مجموعة جزئية غير منتهية /4 في الفضاء ٠‏ (#كم) 


.| يم 


متراصة 0 فمن الضروري وجود أعداد و وا و ووه و بحيتث أنه اذا كان ١‏ 
باع (زسابق اسع 01 ٠‏ («سمكن اليترهان- على أن هذا الشرط كاف 
أيضا كي تكون ٠:‏ متراصة ) ٠‏ 

ه . ( التراص الوضعي") ٠‏ نقول عن فضاء متري ».انه متراص موضعيا 
اذا وجد لكل نقطة من عر جوار متراص ٠‏ بين أن الفضاءين مه وع بل 
الفضاءين “#8 و "© متراصان موضعيا + ا 

6ت أثيت أن الفضاء المتري المتراص كر متراص موضعيا 0 

7 ب اذا كان >« مك في تمهيدية ريس ؟اه؛ » فأثيت أنه بسكن حينئذ 
احتنات 5-1 أضعاءء ش 

نح يكن في الجالة يخم اند عم عور امار ( ودر ة اومان 
اس ( أن هتالك عددا 0< محيث أن إأ«اام ماعلا »ء (استخدم اسه ٠)‏ 

به سب اذا كان عر فضاء متريا متراصا » وكانت 4ه مجموعة جزئية مغلقة فى عر 6 
فبين أن 14 :متراصة ٠‏ 

«أس ليكن عر وان فضاءين مترين و فضاء متراصا 3 برهن أنه اذا كان 
با :7 تطبيقا متباينا وغامر! ومستمرا » فان 7 هوميومورفيزم 
( المسألة ه من البند 5-1 ) ٠‏ 


؟-5” الؤثرات الخطية 


ندرس في التحليل الحقيقي المحور الحقيقي # والدوال الحقيقية عليه ( أو 
على جزء من © ) ٠‏ من الواضح أن كلا من هذه الدوال هو تطبيق ساحتهة فى 
٠ 8‏ أما في التحليل الدالي فاننا ندرس فضاءات أعم » مثل الفضاءات المترية 
والفضاءات المنظمة » والتطبيقات لهذه الفضاءات ٠‏ 
وفي حالة المضاءات المتجهية » وبوجه خاص » الفضاءات المنظمة » فان 
التطبيق بدعى مؤئسرا . 
000 كك 


ثمة مؤثرات ذات أهمية خاصة لكونها « تحفظ » عمليتي الفضاء المتجهي 


155 تعريف ( المؤثر الخطي ) 
امؤئر الخطي 7 هو مؤثر بحقق الشروط التالية : 
) الساحة 2)© للمؤثر 7 فضاء متتجهي » والمدى )هج بقع في فضاء 
() اذا كان ع وير أي عنصرين من (9)78 و »ه أي عدد فان 
19 + ع1 ع زر + ع1 


زفق 
8 له - (رده) 1 


ويبحدر بنا توجيه النظر الى الرموز المستعملة ٠‏ فاننا نكتب 2 عوضا عن 
()7 » وهذا التبسيط متفق عليه فى التحليل الدالى ٠كذلك»‏ فانئا ستستعهل 
فيما تبقى من الكتاب الرموز التالية  :‏ 

908 للدلالة على ساحة 7 ٠‏ 

5 للدلالة على مدى 7 ٠‏ 

(7) للدلالة على الفضاء الصفري ل 7 ٠‏ 

والفضاء الصفري ل 7 هو بالتعريف مجموعة كل العناصر »د مسن (5)© 
التي تحقق الشرط 3-0 ء ( وثمة كلمة أخرى تستعمل للدلالة على الفضاء 
الصفري هى « النواة » ٠‏ الا أننا لن تنبنى هذه التسمية » ذلك آثنا ستحتفظ بها 
لغرض آخر في نظرية المعادلات التكاملية ) ٠‏ 

علينا كذلك أن تقول شيئا عن استعمال الاسهم فيما يتعلق بالمؤوثرات ٠‏ لييكن 
كاه (9)2 والاء(ج)2© حيث بر وال فضاءان متجهيان » كلاهما حقيقي أو 
عقدي ٠‏ عندئذ يكون 7 مؤثرا مسن ©7يه (أي تطبيقال 5غ ) صلى 
»؛ وتكتب 


ب 1.9[ يسم 


#85 بل )92 :1 
أو مؤثرا من (7)© في لا » وتكتب 
3# ث(2)3 :1 


واذا كان (2)© هو الفضاء الكلى جر » عندئذ ( وعندئذ فقط ) تكتب 


2 هنع :21 
: ,815 + 106 يه > (بز8 + يديه)1 2( 


فاذا أخذتا 0-» في (1) » وجدنا الدستور التالي الذي نحتاج اليه مرارا في 
أبحاثنا المقبلة 


0 20-0, 


يعبر الدستور (1) عن أن المؤثر الخطي 7 هو مومورفيزم (أو تشاكل )لفضاء 
متجهي ( هو ساحة 7 ) في فضاء متجهي آخر » أي أن 7 تحفظ عمليتى الفضاء 
المتجهي با معنى التالي: نجري أولا في اليسار من )1١‏ عملية فضاء متجهي (عمليةالجمع 
أو عملية الضرب بعدد ) » ومن ثم نأخذ صورة المتجه الناتج وفق بر في 9٠١‏ ©» في 
حين أننا في اليمين من )1( » نأخذ أولا صورتي » ولا وفق بر فى ب »> ومن 
ثم نجري عمليتي الفضاء المنجهي في ٠‏ » وفي كلتا الحالين تكون النتيجة واحدة ٠‏ 
ان هذه الخاصة تجعل المؤثرات الخطية تطبيقات هامة ٠‏ كذلك » فان أهمية 
الفضاءات المتجهية في التحليل الدالي تعزى بصورة أساسية للمؤثرات الخطية 
5 ِ 
سنورد الآن أمثلة أساسية على المؤثرات الخطية » ونترك للقارىء التحقق 
من خطية المؤثرات في كل حالة ٠‏ 


اكوأ هد 


أمثلة 
؟'سا؟ الؤشضر اللمطابيق 

يعرف الاؤثر الطابق ]7 ماخ بعر بالمساواة عد ع عر أنا كان بر من ير ٠‏ 
سنكتب أيضا : مقط للدلالة على ,1 » وعندئذ يكون ردم ٠‏ 
81م المؤثر الصفري 


يعرف الؤثر الصفري بو ج ير .0 بالمساواة 0و أيا كان ,م من يرا ء 


أسللا؟ المفاضلة 


ليكن 1 الفضاء المتحهي لكل الحدوديات على [6به] ٠‏ من الممكن أن عرف 
مؤثرا خطيا 7 على عر بأن نضع 


0)'ء ع )1 
أنا كان عر من يذ » حيث تعني الفتحة فوق :» مستق ٠‏ بالنسبة الى , 3 
والؤثر :هنا هو تطبيق ل >ز على جر * 
ساس المكاملة 


من الممكن تعر لف مؤثر خطي م من الاق في [6©45 بالمساواة 


.لطيهم]ء؛ + (جاعا ا - )1 
لإعسامم" الفرب بع 
يمكن تعريف مؤثر خطى آخر 7 من [4.8]© في 1م00 بالمساواة 


.8)ء ع (1) 1 


بد 1.5 مهم 


وطعب هذا الموثر دورا فى الفب باء إ نظ مة ال 
5 دم وحوت 8 1 - 7 م يا 


الفعتل الحادئ عشثر - 
كسالا جبر المنجهات الابتدائي 

تحدد الجداء المتتجهي عند تثبيت أحد المضروبين مؤثرا خطبا8 ب 85 101 
كذلك فان الجماء العددي بحدد عند تثبيت أحد المضروبين مؤثرا خطيا 
#3 :22 + كأن تكون مثلا 


1 
دوع + يبويع + ربو رق ع م ١‏ برح :121 


حيث 3ع (ره) - م متحةه مثيث ٠‏ 


اسلام الصفوفات 

تعرف المصفوقة الحقيقية ريره)- 4 » التي عدد أسطرها + وعدد اعمدتها 
« ؛ مؤثرا خطيا مج يل #0 :7 عن طريق المساواة 

عدشر ع م 

حيث (ري)- م متجه ذو » من المركبات و («) -ر متجه ذوء من المركبات » 
وحيث دكتب هذان المتجهان على شكل متجهين عموديين » الامر الذي يتفق مع 
الاجماع المألوف في ضسرب المصفوفات ٠‏ عندثذ يسكن كتابة المساوأة .م -ر 
بالكل 


أ4إاس© © 2ة#© ريه 7 
ا 
دك إامجه 5+ 2د© اده 27 
| لم0 ٠*5‏ جع (إم0 7 

5: 5 


ان 7 خطى نظرا لكون عملية ضرب المصفوفات خطية ء واذا كانت ى عقدية » فانها 
تعرف مثوثرا خطيا من »0 في “ع ٠‏ هذا وسئورد مناقشة مفصلة حول دور 
المضقوفات فيما بتعلق بالمؤثرات الخطية في البند له ٠‏ 8 


ندم .[! نسم 


يمكننا التحقق بسهولة في هذه الامثلة بأن كلا من المدى والفضاء ء الصغفرى 
للموّم ثرات الخطية الواردة هي فضاءات خطية ٠ ٠‏ ان هذه حقيقة عامة » ولا تقتصر 
على الامثلة السابقة ؛ وسنبرهن الآن على صحتها » ونرى كيف يمكن الافادة من 
الخطية في البراهين البسيطة ٠‏ أما المبرهنة نفسها » فسيكون لها تطبيقات متنوعة 
فى أبحائنا المقبلة » 


؟ساسهة مبرهئة ( المدى والفضاء الصفري ) 

اذا كان 7 مؤثرا خطيا » فاننا نجد ما يلي : 

(7) المدى )9 هو فضاء متجهي ٠‏ 

(ب) اذا كان ه>م - 925 مصندك »© فأن ,ع )9 صن ٠2‏ 

(ج) الغضاء الصفري (1)هر هو فضاء متجهي ٠‏ 
المرهان : 

[0 نأخذ أي عنصرين عد ف يبر من (17)© » ونبين أنه أيا كان العددان 
» و 8 فانف )2 عورم +ررره ٠‏ لا كان (2)عيبريبر > فهنالك عنصسران 
(905» وم ,عر بحيث أن 1 > رع م ج12 دور » كما أن )2ع يعدم + يده نظرا 
لكون (9)7 فضاء متجهيا ٠‏ ان خطية 7 تقتضي أن ,يكون 

.دلا + الإنه ع ج815 + :1ه - (يدق8 +2ه)1 
اذذ ©2)وع يرم + ره ٠‏ ويما أن العنصرين ,بر و ,بر من 2)©. كيفيان » وأآن 
العددين » و 8 كيفيان » فان )© فضاء متجهى حمًا ٠‏ 

١ب‏ لنختر المتجهات اط و عع٠*‏ وىرلامن 7ه » التي عددها 1+ عم 
بصورة كيفية ٠‏ عندها توجد عناصسر ,م و *٠٠‏ و ,,.» في (2)7 بحيث أن 
2 حور و٠٠٠٠‏ و بيد بير ٠‏ ولا كان « > (9)1 صنك » فان المحموعة 
[تجدة 316 لابد أن تكون مرنبطة خطيا 5 وبالتالي فانُ 


0 بير يميه + 008 نه 


بط[11 هم 


حلت ير 0 الك أعداد أحدها عَلَى الاق معاي للصمر 0 وس 7 خطي وأن 
70-0 » فاننا تجد تطبيق 7 على طرفي المساواة السابقة أن 
:0 حت يبو يجيه + ** > ل لوه > (يجيرة ممه + ٠٠١‏ ل وتره)7 7 


وهذا يبين أن (,ءرو 1<,٠٠١,‏ مجموعة مرتبطة خطيا لان الاعداد به ليست 
مساوية للصفر معا ٠‏ واذا تذكرنا بأن هذه المجموعة الجزئية من :)© اختيرت 
بصورة كيفية » فاننا نستنتج أن (7)© لا يحوي مجموعة جزئية مستقلة خطيا 
مؤلفة من 1+ ي, أو أكثر من العناصر » وهذا يعني تعريفا أن «23(5)© سنه ٠‏ 

(ج) لنأخذ أي عنصرين ,د وى من )بر ٠‏ عندئذ يكون 22-0 - 2 
وبما أن 7 خطي » فاننا نجد أن 


0 > ي:81 + رطله - (ى«8 + رده 1 


أنا كان العددان » و م8 اي سين بأن )دع يعاق +درعه-- ٠‏ وبالتالى فانث )هر 

:هه اء 5-5 0 1 
يلار الع فر ا من القسم (ب) ا من البرهان : 
ان 0 الخطية تحفظ الارتباط عار 


ل ا بأنه متباسن 00 للنقاط ا 0 مختامة 


أي أنه اذا كان ©)وء.م,,» » فان 
و م 0 و ع ري 7 (4) 
. وهذا يكافىء قولنا أن 
2 د - و1 - 1 4*5 


ب-0 1١5‏ سم 


وفي هذه الحالة يوجد التطبيق 


2 1-6 
20 قامت 5 


10 دور) مد ح- اول 
الذي ينقل كل نقطة مر في )© الى النقطة ,م في 2)© بحيث يكون 
مودو (انظر الى الشكل ٠؟) ٠‏ يسمى التطبيق :7 التطبيق العكسي ل7 ٠‏ 


الشكل (.؟) . الرموز المتعلقة بالتطبيق المكسي 


من الو اضح أن (5)' تقتضي 
ل ” أنا كان + من 2)19© 
لانن أيا كان م من:20)3 


هذاء ونقايل في صدد المؤثرات الخطية على القضاءات المنجهية الوضع التالي: 
الشرط اللازم والكافي لوجود مؤثر خطي هو أن يكون الفضاء الصفري 
للمؤثر مؤلفا من المتجه الصفري دون غيره ٠‏ وبصورة أدق فانه يرد المعيار المفيد 
التالى الذي سنستعمله مرارا فى أبحاثنا القادمة ٠‏ . 


؟ساب١1‏ هبرهنة ( المؤثر العكسي ) ٠‏ 
ليكن عر و18 فضاءين متجهيين كلاهما حقيقي أو عفدي 0 و لمكن :0:1 جب (1:92)1 
مؤثرا خطيا ساحته )9 وعقأه 050-179)© ٠‏ عندئف نجد ما يلي : 


ب 8١١ب‏ المدخل الى. التحليل الدالي هم 


ا 69 
ول" 


الشرط اللازم والكاي كي يكون المؤتر العكسي / )9 ب )و 2 ! 
موجودا هو أن يكون 


0ت اح 2-0 
(ب) اذا كان 7-1 موجودا » فانه مؤثر خطي ٠‏ 


(ج) اذا كسان -.>,-)ورون » وكان دج هوجودا » فان 
)2 ملك - )2 صنة + 


1 البرهان : 


)0( لنفترض أن 0- -1 تقتضي 0 دير ل 
خطيا أن المساواة 1 ع 1 تقتضي 
,0> 1 -11 > (يع - )1 


وبالتالى فان 0-ي»-,ء استنادا الى الفرض ٠‏ يترتب على هذا أن م2 دير 
تقتضي رم - ,ير » وأن 1١‏ موحود استنادا الى 45) ٠‏ وبالعكس » فاذا كان 


:7 موجودا » فان (*4) صحيحة ٠‏ نسلنتج من (*4) عند وضع 0-, ومن 
) أن 


.0 تعر - 0-0 م 1 


وبذا يكتمل اثبات (5) ٠‏ 


ب( سنفترض أن 7-١‏ ا 
الاكاة ٠‏ لنأخذ أي عنص ر بن د يعر د من )20 ري 


1 دروو و 1 در 


عندئذ يكون 
و 7 حير و وا 1 عير 


ل ا 


وبما أن 7 خطى » فاننا نجد أنه أيا كان العددان » و.م » فان 


.8*2 + يمنه)"1 - ج81 +1 خ ولاق + زه 
ونظرا لكون و11 عبر فان 
ورم جربا 1ب ح يرق + يعريه > (ولاق جبره) 1 
وهذا إشبت أن 1 خطى ٠‏ 


(ج) ‏ لدينا اعتمادا على الشسق (ب) من المبرهنة عسحسه المتباينة 
()2 سنك 5 )9 سنك والمتباينة )9 صنة> )9 سنك اغتمادا على البرعاة عينها 
لدى تنطبيقها على 7-1 8 


سنورد الآن قاعدة مفيدة بشأن عكس مركب مؤثرين خطيين ٠‏ ( لمعمل 
القارىء قد سبق وتعرف اليها في حال المصفوفات المرنعة ) ٠‏ 
1١١57‏ تمهيدية ( عكس الجداء ) 
ليكن ب1,#_2ز :7 و 2لا :ى مؤثرين خطيين متباينين وغامرين » حيث 
37 253 فضاءات متجهية ( انظر الى الشكل ١١‏ ). عندئدذ يكون العكسس 
عر جه ح .:-رجيى) للجداء جو ( آي للمركب [؟ ) موجودا » ويكون. 
واس ري 7 : )6( 
المرهان : - 
لا كان المؤثر ج جيهي بجو متباينا وغامرا » فان -(7؟) موجود ٠‏ لذا فان 
515111 
حيث 2د هو المؤثر المطابق على جز ء وبتطبيق :-و واستعمال /5-2:-5 
( حيث .7 هو المؤثر المطابق على ).» فاننا نجد أن 
371 -7)5171 3-1515 


يسم 16[ يم 


020-60 


سريت 


الشكل 010 ٠‏ الرموز الواردة في التمهيدية 11-11 
فاذا طيقنا '-37 وأفدنا من أن 5 -7217 » فاننا نجد النتيجة المبتغاة وهى 
- 51577) د )1-17 
١‏ س بين أن الموثرات الواردة في 555 و اساسا وعاسنال؛ خطية ٠‏ 
» ل أثبت أن المؤثرات ,« ,..., ,2 من نه في :© المعرفة كما بلى : 


(0 ررع) مسسس] ريع ١),‏ 


مر 


زوك ,0) جسار(يع ,رج 
ع ري6) جسر ريج 3 


الصير ١‏ مسير 


زود برجن) جسسا زوج ور 
على التوالي » هي مؤثرات خطية ٠‏ أعط تأويلا هندسيا لكل منها ٠‏ 


م حدد الساحة واللدى والفضاء الصفري 3 من ن الؤثرات ,. ,. 1 في 
المسألة ١ ٠.5٠‏ 


4 ماهو الفضاء الصقري للدؤثر :7 5" وو في 
عرد وريه في الغ ؟ 


غ110 سدم 


5 ليكن ٠‏ م 2 :7 مثرثرا خطيا ٠‏ بين أن الصورة لفضاء جزئي ١‏ من بر هي 
فضاء متجهي ؛ وآنه كذلك تكون الصورة العكسية لفضاء جزئي /د من 8 ء 


7 ( الخاصة التبديلية ) ليكن ا فضاء متجهييا و ب#رهخيربو و 
عاسم :7 أي مؤثرين ٠‏ نقول عن و و7 انهما تبديليان اذا كان 
5 -:51 » أي اذا كان +(25)-525) أيا كان » من برا ٠‏ هل نستنتج 

م دن اكتب المثوثرين فى المسألة ؟ مستعملا مصفوفات 02 اه 

ه اكتب عمدر في لم بدلالة المركبات » وبين أن 7 خطي » ثم أعط 

٠إس‏ أورد صياغة للشرط الوارد فى 0( من تاها بدلالة الفضاء الصفري 
ل 7ه 

1 ليكن < الفضاء المتجم المؤلف من كل المصفوفات العقدية 22 » 
ولنعرف يلاجيزر :7 بالمساواة عدم ع مك » حبث 6 شصر مثبث فى + » 
وحيث نرمز ب »م الى الجداء المألوف لمصفوفتين ٠‏ بين أن 7 خطي ٠‏ حدد 
شروط وجود 73 ٠‏ 

هل عكس المؤثر 7 في 450 موجود ؟ 

ا ليكن بوي وين بم مؤثرا خطيا عكسه موجود ٠‏ فاذا كانت لد 0١٠.ىج)‏ 
مجموعة مستقلة خطيا في )9 » فبين بآن المجموعة (75,-:3:.0) تكون 
مستقلة خطيا ١ ٠‏ ْ 
4 اذا كان لاي :2 مؤؤثرا خطيا وكان .»»>م لا صنق - جز وذ » فآثيت أن 

الشرط اللازم والكافي كي تكون «-صم)» هو أن يكون 7 موجوداء 
6 التنأخد الفضاء المتتجهو عر المؤلف من جميع الدوال ١‏ لحقيقية المعرفة عبلى 1-7 


به98١]‏ ندم 


والتي لها متستقات من جميع المرائب في كل تقطة من 8 > ولتعرف” 
عدم لز :3 بالمساواة 0*«-2*)0 -0)ر ٠ه‏ أثبت أن ©)© إساوي كر 
بأكمله » الا أن :-7 ليس موجوذا ٠‏ قارن هذا بالمسألة ١:‏ واعط التعليق 


التاشكيا» 


7١‏ المؤثرات الخطية الحدودة والمستمرة 


لعل القارىء قد لاحظ أننا لم نستعمل النظائم في البند السابق كله ٠‏ أما 
الآن فسندخل النظائم في اعتبارنا » وذلك في التعريف الاساسي التالي * 


1-0 تعريف ( الؤثر الخطي الحدود ) 


ليكن جد و لا فضاءين منظمين » وليكن لا ج--9)85 :7 مؤثرا خطيا حيث 
يدء )0 ٠‏ نقول عن المؤثر 7 انه محدود اذا وجد عدد حقيقي » .نحيث 
تتحقق المتباينة 
إإعدراء إلا 21 


أبا كان عر من 9©)7 8٠‏ 

ان النظيم. الوارد في الطرف الاسر من (1) هو ذاك المعرف على نز + كما 
أن النظيم في الطرف الابمن هو ذاك المعرف على ير ٠‏ وقد رمزنا لكلا النظيمين 
٠‏ نصيغة واحدة .| .وذلك بقضد التبسيط .» ودون أن يكون ثمة أي خطر 
للبس ٠‏ ان التمييز باستعمال الادلة الدنيا (. ملاءا و 2:(6] و ٠0٠‏ ) سدو غير 
ضرزوري هنا ٠‏ وسين الدستور (1) أن المؤثر الخطي المحدود ينقل المجموعات 
المحدودة في )و . الى مجموعات في محدودة لا 1 ما حدا بالباحثين 
لتبني 'نسمية « المؤثر المحدود » ١ ٠‏ 


 _ بايما|ظ!ا‎ 


تحذير : 
تجدر الاشارة في هذا الصدد الى أن استعمالنا هنا للكلمة « محدود » مغاير 
لاستعمالنا لها في التحليل الحقيقي » حيث نعني بالدالة المحدودة الدالة الى 
يكون مداها مجموعة محدودة ٠‏ ومن سوء الحظ »؛ فكلا المصطلحين شائع 
الاستعمال » بيد أن خطر اللبس ليس بالكبير ٠‏ 
ما هي أصغر قيمة ممكنة للعدد بحيث تنبقى (1) صحيحة أنا كان العنصر 
غير الصفري »م من (9)3 ؟[ من الممكن اهمال 0-» لان 7-0 عندما 


يكون 0-»ه استنادا الى ( هن ل"”]ء اذا قسمنا طرفي ) على | 
نحد أن 


| 


0 عو 3- 
(44) اما 


وهذا بين أن كبر م بحب أن يكون على الاقل بقدر الحد الاعلى للعبارة الواردة 
في البسار عندما تمسح 3 المجموعة !92)15-10 ٠‏ لذا فان الاجابة عن ستؤالنا حول 
أصغر قيمةممكنة تأخذها م في 1) هى أنها الحد الاعلى» فاذا رمزنا لهذهالكمية 
د 71]) »عفان 


عقا مه درمز 5 
إأعدا| 2)17ع ع 
0ع 


يسمى |7 نظيم المؤثر ج ٠‏ واذا كان 9005-40 » فاننا نكتب 
0-]7| تعريما ٠‏ وفي هذه الحالة ( غير الهامة نسبيا ) يكون 7-0 لان 70-0 


لاحظ أن (1) بمكن أن تكتب بعد وضم 20م ع2 بالششسكل 


.|| ك إعد || )3( 


بم ؟!1 يم 


تمر لد الس ةيوان ترايت الران ظ 
وبالطبع 5 فسن الشروري تبرير استعمال كلمة « النظيع » في هذا الصدد : 

الامر الذي تقوم به التمهيدية التالية » 

؟-لال؟ تمهيدية ( النظيسم ) 
ليكن 7 مؤثرا خطيا محدودا كما عرفناه في 1/1 ٠‏ عندئف نجد ما يلي : 
1 ثمة صيغة بديلة لنظيم 7 محددة بالدستور 


.إا || مسه | 4( 
يه . ل 


١‏ دااعلاً 


(ب) حتق النظيم المعرف بالمساواة 2) الشروط (13) 55 (ذ؛) من 
البند لماه 
البرهصان : 

() اذا افترضنا أن + -إه| وأن ممرم/1)- م » حيث مجير » فاننا نجد 
أن ١‏ - هلءا- |:| » وأنه يترتب على . ) يسبب خطية 7 أن 


.19 ونه - 3 1 ملاع 50000 ميد 71 ٠‏ 
اقامر ك0 مدع تع 
1 ااعرلا لمع لعو 
واذا كتينا » عوضسا عن د فى الطرف الاسن : فاننا نحد (4) م 
على درم أن ن+ +2 أبا كان + من )2 » وبالتالي فان هدج »الامر 
:| جدد اها > |6 || »| مده > كته مناة 


١‏ دازعلا 


بغ .]1 يدا 


حيث 2)37> + ء وأخيرا فان (ن4) هو ننيجة من 
5 || عسو + إلسذ1|| مسد ك |لعذة + || وسو > [إمدزي1 + :3)|| مناه 
1 دااع داعا 1 انيسن نا 


حيث بكون + هنا عنصرا من (15)© ٠‏ 8 


وقبل الشروع في دراسة الخواص العامة للدؤثرات الخطية المحدودة » فاننا 
سنلقي نظرة على بعض الامثلة النوذجية ؛ الامر الذي يعطينا احساسا أفضل 
سفهو م المؤثر الخطى المحدود 3 


أمثلة 
0-1 الؤثر اللطابق 

ان المؤثر المطابق عرجيالير :1 على فضاء منلم (0)عوير محدود ونظيسه 
-|نا (سحم)ء 
60-5 المؤثر الصفري 

ان المؤثر الصفري ١‏ هجر :0 على فضاء منظم عر محدود ونظيسه 
0-60( مخم)ء 
؟-لاه مؤثر المفاضلة ٠‏ ءْ 

ليكن د الفضاء المنظم المؤلف من كل الحدوديات على [0,1]-7 » حيسث 
النظيم معطى بالمساواة إ0)ء«اعسهم - اعلا و رعع ٠‏ يعرف مؤثر المفاضلة “5 عدلى 

بالممساواة 1 


1) - +')© 


مس []ط د 


2 


لحل : اام !1 المائلة اكه ل العم .ء 
تحبث :رمز اشعارة- اتساج الممائلة الحسة الي م هس المؤثر خطي وليس 


محدودا ء وذلك لآنه اذا أخذنا "7 -60)» »حيث لزع »© فانث 1-إدا » 
كماأن 
١‏ 
بير د زم )اير > )1 

وبالتالي » فان ,-/:2| ى « - ااءراارا:ة] ٠‏ ولا كان العدد الطبيغي « كيفيا » 
فاننا تكون قد أثيتنا عدم وجود علد مثبت © بحيث يكون > اكالاه:1|ا ٠‏ 
نستنتج من هذا ومن )1 أن 7 ليس محدودا , 

بما أن المفاضلة عملية هامة » فان نتيجتنا نبين بأن المؤثرات غير المحدودة هى ٠‏ 
أيضا ذات أهمية تطبيقية ٠‏ وسنرى حقيقة هذا الامر في الفصلين العاشر والحادي 
عشر » وذلك بعد أن نقوم بدراسة تفصيلية لنظرية الو ثرات المحدودة ولتطبيقاتها » 
والتي هي أسط من المؤثرات غير المحدودة ١ ٠‏ 


؟لاسة المؤثر التكاملي 
يمكننا تعريف مؤثر تكاملي [0,1]--010,11 :7 بالمساواة +7 -بر حيث 


1 
جك (عاعزع )1 | دم 
0 
وحيث +. هي دالة معطاة » تسمى نواة المؤثر 7 »-ويفترضن فيها أن تكون 
مستمرة على المربع المغلق.رءرمو-ى في المستوي ح, » حيث [0,1]در ٠*ان‏ 
هذا المؤثر محدود ٠‏ 
لاثيات هذا لاحل أولا أن استمرار 1 على المرربع المغلق قتضم محدودية 
+ » ولنفترض مثلا أن :كام ع)+| أبا كان (مع) من ى » حيث بن عدد 
.إإدا - )ءا جهم ك )ءا 
لذا فتان 


ب- ]1 يم 


جك (0)ء<( ,1)عا 1 
0 


عوس - :| - ارا 


1 
عك إلجاءا| إلد )عا | قد 
0 ه16 
وهذه النتيجة مام |:| ليست سوى 0) حيث ,هدم ٠لذافان‏ 7# 
محدودء 
؟-لا-ل/ا اللمصفوفة 


تعرف المصفوفة الحقيقية (يبه) - لم التى عدد أسطرها م وعدد أعمدتها " 
مؤثرا معي ## .7 عن طريق المساواة 
577 (ق) 


حيث ()-»م و()-ا متجهان عموديان عدد مركباتهما « و + على الثرتيب » 
وحيث استعملنا ضرب المصفوفات كما في لك ه وتصم المساواة () لدى 
استعمالنا للمركبات على .النحو التالي 5 


10د كير و( درو 5 


ان 7 خطي نظرا لكون ضرب المصفوفات عملية خطية ٠‏ 
ان 7 محدود كذلك ٠‏ 
لاثبات هذا » نذكر أولا من #»_؟ أن النظيم على مج يعطى بالمساواة 
(ته 5 )-س 


ونجد نظيم بر من © بصورة ممائلة » وهتكذا فانه بترتب على (5) وعلى 
متبابنة كؤشي ‏ شقارتز (11) من البند 5١‏ أن 


م #؟| يم 


1 5 ب 1 1 2059007 2ض ال 
: 2 6 2 1 مدا 
: 1عدعاعا 1 دز لسر 3 
. 2 1/2 ل 1/2 ل فق 
1 عدو 1 عد يل 1عدر 


53-00 ل ا- 


ايا أن المجموع المزدوج في السطر الآخير لا تعلق ب , » فيمكن كتابة 
نتيجتنا بالشكل 


دا :]1 حيث ‏ ره ر( روعت 


وبذا نحد )1( » الامر الذي يكمل البرهان على أن 7 محدود ٠‏ 8 


هذا + ونشوفن الذرامة دوز الصعوفات فى الوغزاك الله فى ةذ 
متفصل ( البند ؟لة) ٠‏ ان المحدودية خاصة نموذجية » وهي تبسيط أساسي 
؟-لاسم مبرهئة ( البعد المنتهي ) 

اذا كان الفضاء المنظم عر منتهي البعد » فان كل مؤثر خطي عَلَى جر محدود . 
البرهان : : ش 1 

. لتنترض أن م - كز ستل 00 )».٠‏ قاعدة ل كرء لنأخذ أي عنصر 
6 ا الال اسار عن وش يا لاد قا ناد 


ل > اها للكت عمد كان | افا د أددة | -1:ة| 
( يتم الجمع من 1 الى « ) ٠‏ ويتطبيق التمهيد ١-45‏ على المجموع الاخير 


مفترضين أن مره وا .ع-. »© نجد أن 


2 
ا 


بم 8؟! سيدا 


1 
تناكو 


6 


0 1 
أأععاا بدك اء«1 || حبث إاء1 || عنقم ح د بر 


وبترتب على هذا وعلى )1 أن 7 محدود 86 
ا ستتناول الآن بالدرس خواص عامة وهامة للمؤثرات الخطية المحدودة ٠‏ 
المؤثرات هي تطبيقات » وبالتالي فان تعريف الاستمرار ( ١#ب#م‏ ) ينطيق 
عليما ٠‏ 
ومن الحقائق الاساسية المتعلقة بالمؤثرات الخطية أن الاستمرار والمحدودية 
ليكن لام (2:9)3 أي متوثر » ليس بالضرورة خطيا » حيث 202و : 
وحيث ير ولا فضاءان منظمان ٠‏ ان التعريف ١معب"”‏ يقنضى بأن المؤثرج يكون 
مستمر! في النقطة ,: من 2)5 أذا وجد لكل عدد موجب م عدد موجب 8 
بحيث يكون 
ع >الل75 :|| أبا كان + من 2)ه المحقق للشرط 8>إامء-ع| ا. 
ويكون م7 مستمرا اذا كان .7 مستمرا في كل نقطة ع« من )0ن ٠0‏ 
واذا كان 7 خطيا فاننا نجد المبرهنة الشهيرة التالية : 


'ءلاسة مبرهنة ( الاستمرار والمحدودية ) 
ليكن لا )0 :7 مؤثرا خطيا* » حيسث 6 )هن » وحيث كر وال 
فضاءان منظمان ٠‏ عندئف نجد التالي : 


23 تحفير : مما بؤسف له ان بعض الؤلفين يطلقون على المؤثرات الخطية المستمرة 
أسم « المؤثرات الخطية » . أما نحن فلن نتبنى هذا الصطلح » ذلك أن ثمة 
مؤثرات خطية ذات أهمية من وجهة النظر التطبيقية دون أن تكون هذه 
المؤئرات مسستمرة .. وقد أوردنا مثالا على هذافي اللاه »؛ كما سلورد 
مؤثرات أخرى في الفصلين العاشر والحادي عثر . 


لد 158 بد 


09 الشرط اللازم والكافي كي يكون 7 مستمرا هو ان يكون محدودا ٠‏ 
(ب) اذا كان 7 مستمرا في نقطة واحدة فقط » فانه مستمر ٠‏ 
المرهان : 


)0( إن هذه الدعوى واضحة للعيان فى الحالة 17-0 ٠‏ لنغترضش الآن أن 


٠ 70‏ عند ئذ كون 0 ||| ه ستلفترض أولا أن م7 محدود » وللأخذ أي 
عنه د من (92)1 ٠‏ ليكن م أي عدد موجب ٠‏ عندئذ نحد بسبب كون 7 
خطيا أنه اذا كان أي عنصر من 96 بحقق الشرعطك 


3 
> ره -ء] ‏ حيثت | السددة 


ا 
فان 
ل نم لش شنا 
وبما أن (9)]1 06 عنصر اختياري » فائنا نستنتج أن 7“مسئس * 


وبالعكس ؛ لنفترض أن 7 مستمر في نقطة اختيارية نهد من 2)19 ٠‏ عندئذ 
نحد أنه اذا كان 0<ء عددا معطى » فيوجد عدد 0< ق بحيث تتحتق المثباينة 


ع 5 او -ع:7 || )6( 
آيا كان العنصر م 0ه الذي بحقق 1585| ٠‏ لتأخذ الآن أي ٠.0‏ في 


ل لا » ولنضع « |9 0ه -عد ٠‏ عندئد تكون 8 > [إمضد ندا الامر الذي سمح لنا 
ناستعمال (6) ازا كان 7 خطيا » فاننا نحد 


اصاخ - |( )| - المسده د امدد دما 


وعندئذ يترتب على (6) أن 
مضل ٠‏ اأن فان ارلعٌكاضاء 
ادا 0 


]1 سدم 


فاذا لاحظنا أن المتباينة الآخيرة تكتب بالشسكل براه 2905| ء حيث ودع : 
فاننا د نساللتعج أن 47 محدود ٠‏ 

(ب) ان اسضرا رب في نقطلة قتضى محدودية 7 استنادا الى القسم 
الثاني من برهان (1) » وهذا بدوره يقنتضي استسرار 7 وفق (1) ٠‏ 8 
أسلا٠‏ 1 نشيجة ( الاستمرار »© الفضماء الصغري 1 

اذا كان © مؤثرا خطيا محدودا فان : 

© وعدي [حيث 2)وءء ند ] يقتضي ,2 مار ٠‏ 

(ب) الفضاء الصفري )كل مفلق . 
المرهصان : 

9) ان هذا الشق ينتج من )١(‏ من المبرهنة لابه ومن المبى هنة 


45م مما أو مباشرة من (3) ذلك 0 همس »م فاننا فحد أن 


.0 حب [إعد > بن ||[[”7 |أك |إلعد - )2 1ل |[ - ,|| 


ب بوجد لكل ©ارع» متتالية () في الل 000 جساوير 
[ راجع 8 من الك" ]ه ٠‏ لذافان 7 مس يرن استنادا الى (1) م من هذه 
النتيحة ٠‏ كذلك » فان 22-0 لان 0د ؛ وهذا إيقتضى أن مكون 


)دع ٠‏ وبما أن » عنصر اختياري من 2755 + فان )كد مغلق . 8 


وتجدر بنا ملاحظة أن مدى مؤثر خملي محدود قد لا مكون مغلتا (راج 
المألة 5). 


ونترك للقارىء تقديم برهان بسيط لدستور مفيد آخر » آلا وهو 


اع م) “اك "| لد اناك | زفق 
حيثث لاجدير 10 3 عسلا 101 و هماه :4 مؤثرات خطبة 
محدودة ؛» وحيث هرا ولا و2 فشاءات منظية ه 


مت 


. الموثرات هي تطبيقات » وقد أوردنا لدى بحثنا للم ثرات. بعذ بعض_ال مفاهيم 
الناتحة عن كون المؤثر تطميقا » نذكر منها الساحة » ل الصتري 
لؤثر ٠‏ وسنضيف الآن مفهومين آخرين ( المقصور والممدد ) ٠‏ وكان بامكاننا فعل 
ذلك في مرحلة أبكر » الا أننا فضلنا ارجاء ذلك الى الآن » حيث ,سكننا أن نورد 


مباشرة مبرهنة هامة ( ؟اب١١‏ ) ٠‏ لنبتدىء بتعريف تساوي مؤثرين على النحو 
التالى : 
نقول عن مؤثرين 7 و ,7 انهما متساويان » وتكتب 
1 1 
اذا كان لهما ساحة واحدة » أي: اذا كان روه - روه ؛ وكان عن - ,1 أينا 
كان > مان 20450 -9©)10 ٠‏ 


أن مقصور مؤثر بوى_ )هن .م على مجموعة جزثية 8 عن (92)1_ رمز 


2 
وهو المؤثر المعرف بالشكل 


ديه اياج حيث +3 هوا أبا كان م من رر» 


وممدد مؤثر 7 الى محموعة 84 تجوي (2)7 هو مؤثر 
87 جد ةق :1 بحيث أن دوا 
أي أن :2 ديق أيا كان ع من ©)و ٠‏ [ لذا فان ج مقصور # على )9 ] ٠‏ 
اذا كانت (9)8© مجنوعة جزثئية محتواة تماما في )8 » فانه بوجد لمؤشر 


معطى + عدة ممددات ٠‏ ومن الممددات ذات الاهمية ال لتطبيقة هي تلك النسي 
تحفظ خاصة أساسية محددة » كخاصة الخطية مثلا ( اذا اتفق وكان7 خطيا ) » 


لم151 ياد 


أو خاصة المحدودية ( اذا كانت:(2)8 واقعة في فضاء منظم وكان 7 محدودا ) ٠‏ 
والمبرهنة الهامة التالية نموذجية في هذا الصدد ؛ اذ أنها تتعنى بسدد مؤثر خطي 
محدود7 الى اللصاقة (2)7 للساحة » بحيث كون المؤثر الممدد محدودا أو 
خطيا أيضا » وحتى له النظيم تفسه ٠‏ ان هذا يشمل حالة التتديد من مجموعة 
كثيفة في فضاء منظم > الى الفضاء * كله ٠‏ وهو يشمل أيضا حالة التمديد من 
فضاء منظم بز الى اتنامه ( ؟ب؟ ) ٠‏ 


؟سلاس١1‏ هبرهنة ( الممدد الخطي المحدود ) 
ليكسن 
17 لبان :1 
مؤثرا خطيا محدودا » حيث (211© واقعة في فضاء منظم عر » وحيث ٠7‏ فضاء 
باناخ ٠.‏ عندئذ يوجد للمؤثر 7 ممدد هو 
جاه 17 
حيث 7 مؤثر خطي محدود نظيمه 
.اا 
المرهان : 
ليكن ع أي عنصر من )3 ٠‏ نرى استنادا الى (1) من المبرهنة ١4ه‏ 
أنه توجد متتالية (,«) في .)هه بحيث أن بره هه ه ولما كان 7 خطيا 
ومحدودا 4 فان 
]سند > + ||!!7]| 5 للم - ددا || > ام - يذ || 
وهذا سين أن (,:2) هي متتالية لكوشي ؛ نظرا لكون () متقاربة ٠‏ ويما أن 
لا تام فرضا ء فان (ي:1) متقاربة » ولنفترض مثلا أن 


عير جب 1 


ب 4؟١‏ 2 المدخل الى التحليل الدالي مه 


سنبين أن هذا التعريف مستقل عن الطريقة التي نختار بها المتتالية في 26 
المتقاربة من د ه لذا نأخذ متتاليتين 2 م بحيث أن جز جمس يي 
واع ايج ٠‏ عندكذ نلاحظط أن ل ال 0 هى المتتالية 


:و22 2 و21 و1عا) 
شر تب على هذا أن (,30) تتقارب اعتمادا على 09 من «الالااء#1 ع وبالتالي 3 
فاته فحب أن بوجد للمتتاليتين الحزئيتين (3) مو «722) من المتئالية (ب1) 
نهابةواحدة » وهذا شيك أنه توحجد صورة وحيدة لكل عنصر بير من 9005 وفق 
0 
ولا كان واضحا أن 7 خطي وأن :2 دع 3 كان بر من بيو » فان 
ممدد للمؤثر 7 ٠‏ فاذا أفدنا الآن من المتبايئة 


أد:د||11||ك ادا 
وجعلنا ه جيه » فائنا نجد أن :7 د بر جب ث2 وبما أن بد جيم يعرف 
تطبيقا مستمرا ( ++ ) فاتنا نجد أن 


الماك || 


لذا فان 5 محدود و |7007| ٠‏ وبالطبع فان /70<07] يسبب كون النظيم 
( المعرف على أنه الخد الاعلى ) لا يمكن أن ينقص لدى تمديده ٠‏ نخلص من 
كل هذا الى أن (5|-71] 8٠‏ 


د لا يجوز هنا الحكم على تقارب (,320) استنادا الى الشق 9() من النتيجة 
؟الا ١١‏ © ذلك أنه كي يصح تطبيق هذه النتيجة »© لابد أن تكون النهاية: ‏ 
للمتتالية (0) منتمية 5 (7)© »© في حين أنها ليست كذلك بالضرورة 
لانتماء عر الى (2)1 ٠.‏ لذا وجب هنا اتباع طريق آخر في اثبات تقارب 
1١)‏ ) » وليكن مثلا ذاك الذي أتبعناه قبل قليل لدى اثبات تقارب 
40 من ترا . ( الترجم ) 


نم 196[ يسم 


ممسائل 

١سدأثبت‏ صحة (7]) ه 

ا ليكن عا و لآ فضاءين منظمين + أثبت أن الشرط اللازم والكافي كي يكون 
مؤثر خطي إايتر :7 محدودا هو أن تكون الصور المباشرة للمجموعات 
المحدودة في عر وفق م هي مجموعات محدودة في لا 3 

ااه اذا كان 0 عر مؤثرا خطيا محدودا » فيين أنه اذا كان بر أي عنصر من 

دو يحقق الشرط 1>إءا » فانه تصم المتباينة 2:1>171| ٠‏ 

1 2 هات برهانا مباشرا على صحة ب من «االاسسية دون الافادة من )20( فنئن 
0 . 

ه س بين أن المؤثر م ي ع بج ا معرف بالدستور ,ة-(م)-ر » حيث (لع-,ه 

فى (6) عير 6 هو مؤثر خطي ومحدود 3 


5 (المدى) ٠‏ أثبت أنه ليس من الضروري أن يكون المدى 905 لؤثر 
خطي ومحدود ا ير :7 مغلقا في / ٠‏ إرتساد ٠‏ استعمل. 7 الوارد فى 
المسألة مه 1 


٠‏ (المؤثر العكسي ) ٠‏ ليكن 7 مؤثرا خطيا محدودا من فضاء منظم “ا على 
فضاء منظم ٠ ٠8‏ فاذا وجد عدد موجب م بحيث أن 


اعاة ا أيا كان م من عر 


فبين أن عابطلا :7230 يكون عندئذ موجودا ومحدودا ٠‏ 


ه # بين أن المؤشسر العكسي يرب )ع :70 الم شر لامع :8 خطلى 
ومحدود » ليس محدودا بالضرورة ٠‏ إرشساد ٠.‏ استعمل 7 الوارد فى 
المسألة هم ١ ١ ٠‏ 


ه ‏ لنفترض أن رد,وح[1 ,وه :3 مؤثر معرف. بالمساواة . 


ب 183 سم 


+4 (ج)ءد 1 0ن 
حدد كلا من )9 و [1,و» مون بدح ء ثم قرر ما اذا كان72 خطيا 
ومحدودا ٠‏ 
٠‏ لتعرف على [1,و المؤثر 5 المحدد بالمساواة 
| 46 (4)ء 01 > زوالا 
والمؤثر ج بالمساواة ,(5)عه - زعالا 
هل ؟ و 7 تبديليان ؟ عين كلا من 5 د 20[ ف ذل ف إذهزر ٠‏ 


» ليكن »ا الفضاء المنظي المؤلف منجميع الدوال. الحقيقية والمحدودة على م‎ ١ 
حيث النظيم معرف بالمساواة‎ 


,[4)ع | ميد > أأعد| 
22 


وليكن المؤثرير.# »د 7 معرفا بالمساوالة 


لجاع ع لماع د رار 


حيث 4<0 ثانت ٠‏ [ ان.هذا أنموذج ( موديل ) لخط تاخر  »‏ )وهو 
تجهاز كهربائي مخرجه .بر متآخر عن المدخل ؛ » وزمن التآخر هو د 
انظر الى الشكل ٠ ] 5١‏ هل 7 خطي ؟ هل هو محدود ؟ 


جه 


* 1 
5 يض ١‏ بنواع0 1 
7 0 0 


الشكل (؟5) ٠‏ خط التاخر الكهرباتي 


198 يم 


1١‏ ( اللصفوفات ) ٠.‏ رأينا في سم أن المصفوفة (,ه)- 4 من المرتبة 
«عام تعر“ف مكرثرا خطيا من الفضاء المتجهي < المؤلف من كل المرتبات « 
من الاعداد في الفضاء المتجهي ٠‏ المؤلف من كل المرتبات , من الاعداد ه 
لنفترض أننا عرفنا على عر نظيما ما .1 وعلى لا نظيما ما ,. ٠‏ نحن 
نذكر أن المسألة ٠١‏ من البند 45 تكد وجود نظائم مختلفة على الفضاء 
2 المؤلف من كل هذه المصفوفات ( حيث ثبتنا , و » ) ٠‏ تقول عن نظيم 
ا على ج انه منسجم مع ,|:| و ه.ا اذا كان : 


115711 
بين أن النظيم المعرف بالمساواة 
ذااعهماا ى 
ا عند 


منسجم مع ,|| و .اا ٠‏ وغالباما يطلق على هذا النظيم اسم 
النظيم الطبيعي المعرف بالنظيمين 1١1:‏ و .|| ٠‏ اذا اخترنا إوإعدم - ,انا 
و ان«اعهه - رادا » فبين أن النظيع الطبيعى هو 


مها بأ عمد - ها 


ا بين أنه ,يمكننا في اللاسلا » حيث: 8<م » أن نعرف نظيما منسجما 
بالممساواة 


“(نه ا 2) -لما 


اعم :. 


الا أن هذا النظيم في الحالة1<م ليس هو النظيم الطبيعي المعدرف 
بالنظيم الاقليدي على نغ ٠‏ 
4 اذا اخترنا فى المسآلة ٠١‏ 


م 19 يسم 


داب مانا 0 ]ا 
فبين أنه بسكن تحديد نظيم منسجم بالمساواة 


ناميها ل عم - زه 
لما 


واس بين أنه في الحالة «-+ » فان النظيم الوارد في المسألة 4 هو النظيم 
الطبيعي المتوافق مع النظيمين 1١1,‏ و «ا١!‏ المعرفين في المسألة المذكورة ٠‏ 


؟سم الداليات الخطية 


9 ور بقع مداه في الحور الحقيقي © أو في المستوي العقدي :- 
بكن التحليل الدالي في بداياته يُعنى بغير تحليل الداليات ٠‏ ولما كانت الداليات 
لو ل يي ل ا 
نفسها بأحرف لاتينية صغيرة م و م و6 و ...؛ ولساحة الدالي م ب مه + 
ولداه ب م)© » ولقيمة م في نقطة + من م)© ب (جىم »حيث نضع » 
وبما أن الداليات هي مؤثرات » فان كل التعاريف السابقة المتعلقة بالمؤثرات 
تسري على الداليات ٠‏ وبوجه خاص ء فاننا سنحتاج الى التعريفين التاليين نظرا 


لكون أغلب الداليات التى سنتعامل معها فى أبحاثنا المقبلة خطية ومحدودة ٠‏ 
؟ساب١1‏ تعريف ( الدالي التخطي ) 


الدالي الخطي ر هو مؤثر خطي » تقع ساحته في فضاء متجهي »ا © ومداه 
7 الحقل العددي > للفضاء ع2 ٠‏ وهكذا فان 


1 حب (2)7 :]1 


حيث 8 - ا اذا كان غا حقيقيا » و ©-»# اذا كا ن #اعقديا 8_٠‏ 


196 به 


؟ساب؟ تعريف ( الدالي الخطي المحدود ) 


الدالي الخطي المحدود / هو مؤثر خطي محدود ( كسالا( ) » بقعم مداه 
عدد حقيقى © بحيث أنه أيا كان * من 6)ه فان 


«أاعدا| » ك إلع«امرا )1 
وفضلا عن ذلك ؛ فان نظيم م هو ] راجم (2) من البند ببلا] 
لكف 2 
عدا ب ااا (28) 
أو 
.لسرا مسد > ارا (25) 
درن 


يقتضي الدستور (3) من البند *؟ أن 


أاعد|| اراك اضسمرا 3 
ونجد كحالة خاصة من المرهنة كسمه ما بلي : 


؟ساس؟ مبرهنة ( الاستمرار والمحدودية ) 


الشرط اللازم والكافي كي يكون الدالي الخطي / الذي ساحته 00 
واقعة في فضاء منظم مستمرا هو أن يكون / محدودا + 


ل 
اساب؟ ‏ النظيسم 
النظيم هج عر ١1:‏ على فضاء منظم (1.| بي هو دالي على ير » وهذا 


ج19 يسمه 


؟ساسة الجداء العددي 


: بين الضرب العددي ال ألوف الدى ب تثبيت أحد العاملين داليا :8ه يم 


ماهو + ديق جروزع ع م ٠ع‏ 2 (ع)ز 
جيث *3ء() - 4 متجحه مثبت ٠‏ 
ان م خطي ٠‏ كذلك » فان م محدود ٠‏ وفي الحقيقة » فلدينا 
الداالاء|ك | ٠١‏ 5 امار . 
وهكذا نجد أن ||| استنادا الى (20) ' وذلك اذا أخذنا الحد الاعلى لكل 


العناصر + التى يكلم انها بساوق 1 وعد من جهة ثانية عند أخذ مدع 
واستخدام )3( أن 


_ثاعلا_ العا/اى 
ها - |ه) - 77 - انا 


لذا فان نظيم م هو || - مر ٠‏ 


؟ساب” التكامل المحدد 


التكامل المحدد هو عدد اذا أخذنا دالة واحدة » كما نفعل غالبا في الحساب 
التكاملي الانتدائي ٠‏ بيد أن الوضع بختلف تماما اذا أخذنا تكاملات كل الدوال 
في فضاء دالي معين » اذ يعدو التكامل عندئد داليا على ذلك الفضاء » ولترمز له 
- ب م ٠‏ لنختر مثلا الفضاء [ه ,ه]© ( كه )ه عندئذ يعينم بالمساواة 


.[طبه]© ع 44 )ع 1 -()/ 
إن م خطي ٠‏ سنثبت الآن أن م محدود » وأن نظيمه هو م-م-|/| ه 


--880غظ! ‏ د 


في الحقيقة » اذا كتبنا أن [6.ه]-7 » وتذكرنا صيغة النظيم على [م ,]0 + 
فاننا نحد أن 


.ادا نه - 8) - |(4)ع| جقصم له-8 أنه )> ]| > الما 


فاذا أخذنا الحد الاعلى عتدما نأخذ كل العناصر ير التي نظيم كل منها 1 » وجدناء 
أن م-ن>ام| ٠‏ وللحصول على المتباينة ه-5 7/2 ؛ فاننا نختار العنصر الخاص 
1 >< اددع الذي نظيمه 1 - |إوند| » ونستعمل )3( فنحد 


|(وع«اما اما 


|إمد|| 2 


3-6 | <امعا/ا- 
؟ب/ا الففساء [طبه]© 
ثمة دالى ذو أهسة خاصة على [طبه0 نجده إذا اخترنا عنصرا مثيتا 6 من 
[8 بم] -2: » ووضعنا 
.طبه ]© عد (0)ء ع سا1 
ان ,م خطى + كذاك » فان يم محدود ونظيمه 1 - ااا * وفي الحققة » فان 
أأعدا| ك إلم)ء| > اماما 
وهذا يقتضى المتباينة 1 ثرا ٠‏ كذلك » فاذا اخترنا 1 -بير ؛ فان 1-]0]| » ونجد 
عندئذ انطلاقا من (3) أن 
1 > |(م«)ما الما 
لمم الفضاء :)] 
يمكننا الحضول على دالي خطي م على فضاء هليرت *! ( ١ع‏ ) وذلك 
باختيار عنصر مثبت 2ع زبم) - م »© وكتابة المساواة 


1898 سام 


ندر 03 0 
- 
حيث 5(12)-* ء أن هذه المتسلسلة تتقارب بالالملاق ويم محدود ذلك أنه 
. .نترتب على متبابنة كوشي ب شقارتز (11) من البند 5٠١‏ ( حين نتم الجمع وفق 
من 1 الى به ) أن 


0ر6 2 - |(«)ما 


8 هااا ابعاية 6 3د تابهة| :7 > 


.من الامور البالغة الاهمية معرفة أن مجموعة كل الداليات الخطية المعرفة 
الفضاء ب “ير » ويسدى الفضاء الثنوي الجبري(ي) ل 2 ٠ه‏ وتعرف العمليتان 
الجبرنتان عليه حينئذ بصورة طبيعيه على النحو التالي ٠‏ ان المجموع ,2 +./ 
لداليين ثم و ير هو الدالي 5 الذي قيمته في. كل نقطة “د من > همى 
:)مر + ودار - («)(م + م ) - )و 
والجباء مه لعدد + بدالي م هو الدالى م الذي قيمته في النقطة + من > هى 
(د) ره - («)اقره) > (نام 
لاحظك أن هذا يلجم والطردقة المعروفة في جمع الدوال وضربها بأعداد ثاتة 5 
لتسر خطوة أخرى الى الامام » وذلك بأخذ الثنوي الجبري «مص) ل 
بيه < © الذي عناصره هى الداليات الخطية المعرفة على *يا ٠‏ سارمز نعمير و 
**ير © وسنطاق عليه أسم الفضاء الثنوي الجبري الثاني ل ع ه 
ان سيب ادخال الفضاء +#مير فى اعتيارنا يكمن فى أنه يمكن الحضول على 
“ده لاحظ أن هذا التعريف لا بدخل فيه نظيم » فالفضاء الذي بطلق عليه اسم 
الغضاء الثنوي ل »2 والمؤلف من كل الداليات الخطية والمحدودة على يعر 
مننقابله في البند 1.5 ٠.‏ : 


بداخ9! ند 


القيمة في نقطة | العنصر العام | الفضاء 


م 1 2 
لخام 1 يه" 
راع 8 عير 


من الممكن الحصول على *#يعع ع وهو دالي خطي معرف على عير ؛ بأن نختار 
عنصرا مثبتا +« من جر وكتابة 
( * عنصر مثبت من عد وم متفيد في مير )زح واج -واء 04١‏ 
ان وضع الدليل السفلي .د هو تذكرة لنا بآننا حصلا على م باستعمال عنصر ممين 
موضوعنا الحالى ٠‏ 
ان ع كما عرفناه في (4) خطي » وهذ! أمر يمكن رؤيته مما بلي : 
.)ع8 + ناوه > ()ء/8 + («)رره > ()(]8 + رإيه) > (ج/8 + رإندارع 
لذا فان بع عنصر من *بي استنادا الى تعريف *مير ٠‏ 
بما أنه يقابل كل عنصر » من عر عنصر ,م من +مبر » فانه نتحدد تطبيق هو 
*#ير دكي بم 
ع جساعر 
ددعى ح الح لتطميق القانوني 9 4 في 0 3 
التطبيق © خملي لان ساحته هي فضاء م متتجهي ولان 
([) مجعم > ()((<«8 + عه )0 ) 
((8 + ع«مم)] حت 
(«)]8 + (<)]ه - 
(7),ه8 + )موه - 


)8 + ()(0))يم - 
ا 0 


بتع ىح أنضا الطمرالقانوني ل عر فى 2 + ولآدرالة الباعة على 
هذه التسمية » فائنا سنشرح أولا مقهوم 2 الايزومورفيزم » الهام ٠‏ 

تتعامل في أبحائنا مع فضاءات متنوعة » والمشترك بين هذه الفضاءات جميعا 
هو أن كلا منها يتألف من مجموعة » ولنرمز لها ب » ومن « بنية » معرفة على 
٠‏ وهذه البنية في الفضاءات المثرية هي المترك ٠‏ أما في الفضاءات المتجهية ؛ 
فان ما يشكل البنية هو العمليتان الجبر يتان على هذه الفضاءات ٠‏ وفى الفضاءات 
المنظمة » فان البنية مؤلفة من العمليتين الجبريتين ومن النظيم * 

لنفترض أن 3 و عا فضاءان من نوع واحد(فضا ضاءان متجهيان مثلا) ٠‏ من الممم 
معرفة ما اذا كان ير وير « متطابقين في جوهرهما » » بمعنى أنهما مختلفان 
على الاكثر في طبيعة نقاطهما ٠‏ فاذا تم ذلك » ة فمن الممكن اعتبار > وير متطابقين 
( وكأنهما نسختان لفضاء « محرد » ؤاحد ) عندما تكون البنية هي الهمدف 
الاساسي في دراستنا للفضاءين » في حين تكون طبيعة عناصرهما ليست بذي بال ٠‏ 
ان هذا الوضع يرد غالبا » و هو ما أوحى بمنهوم الايزومورفيزم ( أو التماكل )» 
الذي يعرف بأنه تطبيق متباين وغامر ل © على ؟ر ويحفظ البنية ٠‏ 

لذا فان الابزومورفيزم 7 لفضاء متري «ه ©)- على فضاء متري 
(2 ,) - كر هو 'تطبيق متياين وغامر يحفظ المسافة » أي أنه اذا كان ,ع أي 


3 صر دن من كير: فان 


4 دك > (11 ,24)1 


لعل عتاقة ااا مدل ا متماكل ) مع عه أن هذا افو نب ا 


“اذ هو محرد تسمية أخرى للدالة المتباينة والغامرة والايزومترية التي أوردناها في 


التعريف ١ ١51١‏ أما الجديد فهو التالي ٠‏ 
الابزومورفيزم 7 لفضاء متجهي بر على فضاء متجهي جر على الحقل نفسه 
اذا كان بر أي عنصرين من عد ء وكان »ه أي عدد فان 
1ه ع ر(عرن) 1 و41 +4 > زر + 102 


لساء18 يم 


أي أن يرج ير .7 هو مؤثر خطي متباين وغامر ٠‏ يقال عن 3 عندئذ إنه 
ايزومورفي مع هر » وبدعى عر و كر فضاءين متجهيين ايزومورفيين ٠‏ 

أن الايزومورفيزمات للفضاءات المنظمة هى اليزومورفيزمات الفضاءات 
المنجهية والتي أيضا تحفظ النظائم ٠‏ وستتطرق الى التفاصيل في البند ٠١‏ 
حيث ستتعامل مع هذه الايزومورفيزمات ٠‏ أما في الوقت الحاضر »؛ فيسكن أن 
نطبق تعريف ايزومورفيزمات الفضاء المتجهي كما في التالي * 

من الممكن الاثيات بأن التطبيق القانوني ح متباين ٠‏ ولما كان م خطيا ( كما 
في السابق ) » فانه ايزومورفيزم لع على المدى ©)9 المحتوى في *خير ٠‏ 

اذا كان ير ايزومورفيا مع فضاء جزئي من فضاء متجهي م« » فاننا تقول إن 
يرطمئور في 36 ء لذا فان ير طمور في +مبر » ويدعى ح أيضا الطمسر القانوني 
ل ير فى *جير ٠‏ 

واذا كان © غامرا ( وبالتالي تقابلا ) » فان **هز- )© » وبقال عندئذ 
عن عر انه انعكاسي جبريا ٠‏ وسنثبت في البند القادم أنه اذا كان > منتهي البعدء 
فان 6 انمكاسي جبريا ٠‏ 

هذا » وسنقدم مناقشة ممائلة تعلق بالنظائم وتقود الى مفهوم الانعكاسية 
في الفضاء المنظم ذيما بعد ( في اليند 6" ( ؛ وذلك بعد تطوير أدوات ملاسية 
( وبوجه خاص » مبرهنة هان ‏ ياناخ الشهيرة ) » 


مسائل 
١‏ ل أثبت أن الداليين الواردين في 5لل+, و ؟لمهم خطيان ٠‏ 


؟ ‏ بين بأن الداليين المعرفين [م.ه]© بالمساواتين 


.هن ءون) 4 ()و2(1)ء | ع (ع)ر 


(لعنة ق ,ه) (ط)عق + (م)ععسه - ( )م1 535 
خطيان ومحدودان ٠‏ 


م ب حدد النظم للدالي الخط م المى ف عل ببحع .المناواة 
: , س ي الحخطىي م المعرف على [11-]م ‏ , 


1 


اك اعد | -ه 0) ! 20 
1- 


2 
4 س بين بأن المساواتين 
اع )قم دعر 


[طبماء رز 


(ن)ء علص ع تعايل 


تحددان داليين على [6,ه6©]0 ٠‏ هل هما خطيان ؟ وهل هما محدودان ؟ 

ه عدا بين بأنه يمكن أن نعرف على أي خضاء متتاليات + داليا خطيا م وذلك 
بوضع 0-6/ ( « مثبت ) » حيث (م)-م ٠‏ هل / محدود عندما يكون 
دير ؟ 

5 ب ( الفضساء ل ه]"© ) ٠‏ الفضاء [زيمع أو [ؤ.م]ت هو الفضاء المنظم 
الؤلف من كل الدوال التي لها مشتقات مستمرة على [6,ه] -, © حيث يعرف 


النظيم بالمساواة 


.)"| فص زم)ع! عسهم > إإمر * 
16 > 


بين بأن موضوعات النظيم محققة ٠‏ أثبت أن 0)- مر » حيث 2(م+ه)دى 
انعرف داليا خطيا ومحدودا على [ ]© * دين أنه اذا اعتتمر نا 1 داليا على 
الفضاء الجزئي من (مبه]© المؤلف من ككل الدوال التى لما مشثتقات 
مسثمرة » فان م غير محدود ٠‏ 

ب _ اذا كان م داليا خطيا محدودا على فضاء منظلم عقدي » فهل يكون 7 
محدودا ؟ وهل يكون خطيا ؟ ( ان الخط _ فوق م يرمز الى المرافق 
العقدي )ه 

هم ( الفضاء الصفري ) ٠‏ يعرف الفضاء الصفري رربم لمجموعة خير 


115 لم 


محتوأة في *ي بآنه مجموعة كل العناصر ». من عر بحيث يكون ود رمم 
أي كان م من “نم + بين بأن »ميم فضاء متجهي ٠‏ ٌ 

ههه ليكن 0م أي دالي خطي على فضاء متجمي هر » وليكن وبر أي عنصر 
مثبت من ())ل هر © حيث )ال هو الفضاء الصفري ل م ٠‏ بين بآنه:" 
يوجد لاي + من ع تمثيل وحيد بالشسكل «+ممعم-»م ء حيث وندءر اه 

١س‏ بين أن الشرط اللازم والكافي كي هنتمي عنصران ,بد و يم من بر الى 
(مار- هر ٠+‏ بين أن > 0 سندمه » (راجع المسألة 4 من البند ك١) ٠‏ 

١ل‏ أثيت أنه اذا كان20م و 40م داليين خطيين معر فين على فضاء متجهسى 
واحد » ولهما فضاء صفري واحد » فانهما متناسبان ٠‏ ْ 

(المستوي ) . آذا كان ب« فضاء جزئيا من فضضماء متتجهى جز وكان 
١‏ -لا موزهم » ( راجع المسألة 14 من البند ١#‏ ) » فانه يقال عن. كل عنصر 
من انور أنه مستو مواز ل لا ٠.‏ بين أنه اذا كان 0م أي دالى خطى 
على ا 6 فان المحموعة 21 )زر | اع )دير تمثل مستويا موازءا للففساء 
الصغفري مب لماه 

1 اذا كان بو فضاء حزئيا من فضاء متتجهى هر » وكان , داليا خطيا على عر 
بحيث أن ليس الحقل العددي الكلي ل # » فبين أن وروم آنا 
كان ا من لاا ه 1 : 

45 بين بأنه اذا كان 1 نظيما لدالي خطى محدود وعم على فضاء منظلم 
“* » فاث (/ا يؤوعل هندسيا بأنه عكس المسافة >1١‏ هم)/ ||| كه:-2 
الفاصلة بين المستوي إن رعرع م - ,يم والمبدا ء 

6ه ( نصف الفضاء ) لمكن 0و داليا خطيا محدودا على فضاء منظلم 

حقيقي عر ٠‏ عندكذ يوجد لكل عدد» متو (20-0)[ ]عع )د يع :6 ويصرف ,24 


: فصفي الفضماء 
3 26 )زم | جا ديية و )| عاع ييا 


كك 


بين بأن الكرة المغلقة الواخدية تقع فى :3 حيث ماده © فى حين أنه 
لابوجد عدد موجب م بحيث يحوي نصف الفضاء ,16 » نفرض 


ع-ام/ا-ء » الكرة المذكورة ٠‏ 


؟4 المؤثرات والداليات الخطية علىالفضاءات منتهية البعد 


الفضاءات المتحهية منتهية البعد أبسط من الفضاءات المتجهية غير منتهية 
:البعد » ومن الطبيعي أن تنساءعل عن ماهية التبسيط الذي يصيب الموثرات 
والداليات الخطية المعرفة على مثل هذه الففاءات ٠‏ هذا هو السؤال الذي 
اسندرسه فى -هذا اليند » وسيوضح الجواب عنه دور المصفوفات ( المنتهية ) في 
صدد المؤثرات اليه »ايها ب الشري الجبري “6 ( البند خسار ) امهيا 
متجهي منتهي البعد ءا ٠‏ 
لعي طلز الاو اب قر لاا سي اع الم 
المصفوفات ٠‏ كما سنرى بعد قليل ٠‏ وبهذه الطريقة » تعدو المصفوفات أهم أداة 
في دراسة المؤثرات الخطية في حالة البعد المنتهمي ٠‏ وفي هذا السياق » علينا 
أيضا أن تنذكر الممرهنة ؟ لم إن نحن أردنا الاحاطة التامة بموضوعنا الحالي ٠‏ 
والتفاصيل هي على النحو التالي : 
ليكن بر ولا فضاءين متجهيين منتهبي البعد على الحقل نفسه » وليكن 
وهر # مؤثرا خطياه لنختر قاعدة (0,...20.6)-8 ل وأخرى 
(ؤ. ,)> 8 ل 8 ء؛ حيث المتجهات مرتبة بطريقة نبقيها ثابتة ٠‏ عندئذ يوجد 
لكل « من © التمثيل الوحيد 
برب + 00 : ل رمرق ع ير )1) 


وبما أن 7 خطي » فان صورة + هي 


0 س - لعة 1 ع1 در 1 2( 


16458 ند 


ولا كان التمثيل (1) وحيدا ء فاننا نقع على النتيجة الاولى وهي : 
يتحدد المؤثر 7 بصورة وخيدة اذا كانت الصور ,7 - ,بر لتجهات القاعدة 
© ,00 .© معيئة مسبقا ٠‏ 


وبما أن ا و .م7 - وبر واقعة في لا » فانه يوجد لها تمثيلات وحيدة مسن 
النمط ١‏ 
رر3 2 )0 
55 ل 1 )م 
ونجد بعد التعويض في () أن 


لغيه ١‏ ( م رطأيررة 6 2 أي 7 - رار ع 0 


مدعل 
ونظرا لكون المتجهات ب تشكل مجموعة مستقلة خطيا » فان معاملات كل من 
ب في اليسار وفي اليمين يجب أن تكون واحدة » أي أ ن 


0 1 دز ل درو 4( 


دا 
بترتب على هذا النتيجة الثانية وعي : 


يمكن الحصول على الصورة رطره 30 > 12 در العنصر 3 در 


تشكل المعاملات فى (4) المصفوفة 
(مره) - وع 1 


التي عدد أسطرها + وعدد أعمدتها , ٠‏ واذا أعطيت قاعدة عع ل بر وأخرى م 


ه6١1ب‏ المدخل الى التحليل الدالي ١.‏ 


ل-3 + حيث تكون العناصر في 8 8-3 مرتبة وفق نظام معين ( اختياري لكن 
مثبت ) فان المصفوفة مع1 تكون محددة بصورة وحيدة بالمؤثر الخطي 7 ٠‏ 
ونقول ان المصفوفة وع 1 تمثل الموٌثر 7 بالنسية لهاثين القاعدتين ٠‏ 

واذا استعملنا المتجهين المموديين )2 د ()-و » فانه يمكن كتابة 
(4) باستخدام المصفوفات كما بلي : 1 

لوع 1 د و ف 
كدلك » فمن الممكن كتابة (30) باستخدام المصفوفات على النحو التالى 
طأأوع1 - ع1 35 

حيث 18 المتجه العمودي الذي مركياته ,م2 55 1 اللي همي تنفسها 
متجهات ) » وحيث ة اللتحه العمودي الذي 1 دظ ,..., 8 » علما بأنه 
علينا استعمال المنقول "مج ل 220 لاننا في (30) نجمع وفق زز» وهصو 
الدليل السفلي الاول » في حين أننا في (ه) نجمع وفق + » هو الدليل السفلي 
الثانى ٠‏ : 

نستنتج مما تقدم أن المؤثر الخطي :1 تحدد مصفوفة وحيدة ممثلة ل 17 
بالنسبة الى قاعدة معطاة ة ذيز. وقاعدة ممطاة ل9١‏ 6 حقيك يفترض في متتجهات كل 
من هاتين القاعدتين أن تكون مرتبة وفق نظام مثبت ٠‏ وبالعكس » فان كل 
مصيفوفة عدد أسطرها م وعند أعمدتها » تحدد مؤثرا خطيا تمثلسه بالنسية 
لقاعدتين مفروضتين ف ع و الا ٠‏ ( راجع أيضا اتا و كالسا )اه 
1 لننتقل الآن السى العانيات الخطية على عر » بفرض أن -2 ملق وأن 
له .ره قاعدة ل 2 كما في السابق ه وحدنا في اليند السابق أن هذه 
الداليات تشكل الفضاء الثنوي الجبري *يا لير ء واذا كان , أي دالي مسن 
هذه الداليات » وكان 56 7 أي عنصر من.. > فان 


ندر 1 > (والة 1 - 3 07 )م (و5) 


-- 116 يم 


حيث ,يكون 


1,20 در (ك©)] ع ريه (ة) 
وتكون م محددا بصورة وحيدة بقيمه به في متجهات القاعدة ل التي 
عددها م٠‏ 


وبالعكس » فان كل مرتبة ير من الاعداد ب ,.. ,٠‏ بيه تحدد داليا خطيا على 
#6 وفق 5ش ٠‏ لنأخد فو جه خاص المرتبات م« التالية : 


)0 ,0 0,0 ,0 01 
)0 0 ,0 1 ,0( 
1 0 0 0 و00 


أن هذه المرتبات تعطى استنادا الى )5( من الداليات 6 سسثر من لما 5 
.60 حيث تتحدد قيمها كما بلي : 


عدم كر 0 : 
د - ع > (6)] )6( 
زعا - ز كا 1 


أي أن قيمة 2 تساوي ؛ في متجه القاعدة الذي ترتيبه م » وتساوي م 


في متجهات القاعدة الباقية ( التي عددها ١‏ 000 سملي وق دتناكرونيكر » 
كما تمسمى لم ,٠..م)‏ القاصية العنوية لفاعدة بر ا 00 ء وهذا 
مير يالميرهنة التالية ٠‏ 


سكسا هبرهئة ( بعد *ير ) 


اذا كان عر . ففساء متجهيا بده « »4 وكات ...)دع قاعدة ل 
»ا » فأن ...يدم الحددة بالساويات (6) تشكل قاعدة للثنوي 
الجبري *ي ل ع »6 كما يكون , - عر مرزن - *ير مزق ٠‏ 


169 بل 


5 
طٌٌ 


#قمير #صسافي..- 


انام مستقلة خطيا ذلك أن المساواة 


0ع 8-0 ل 0 
1 


عندما ع -» تقتضى أن يكون 
,0 ع رق ع يرق8 7 - (واءل,8 شُْ 

لذا فان كل المعاملات :8 في () . أصفار ٠‏ ستبين أن كل / من عير سكن 
تمثيله على شكل تركيب خطي لعناصر م بصورة وحيدة ٠‏ لنكتب به +>(ن)م/ كما 
في (م5) ٠‏ نحد استنادا الى (52) أن 

بع ب - صر 
أبا كان عع من كد ٠‏ كذلك » اننا نجد استنادا الى (6) أن 

> لكي + ٠:‏ لخمعقار - ]1 

وبالتالى فان 

1) 1 ]ريه‎ ) (٠ 
لذا فان التمثيل الوحيد للدالي الخلي الكيفى م على < بدلالة الداليات‎ 
,كط هو‎ 


8 اريريه ٠‏ لل ويه ح 7 
سنورد تطبيقا هاما لهذه المبرهنة » ولهذا الغرض سنثبت أولا صحة التمهيد 
التالي ٠‏ ( ستقدم تمهيدا مماثلا يتعلق بالفضاءات المنظمة الاختيارية فيما بعد » 
وعلى وجه التحديد في لم ؛ ) ٠‏ : 


داقم؟1 د 


؟سكب؟ ‏ تمهيدية ( المتجه الصفري ) ءْ 
ليكن جر فضاء متجهيا منتهي البعد ٠‏ فاذا كان العنضر مد من بر يحقق 
المساواة 0-م)ر أيا كان م من حير ؛ فأن 0-مم ٠.‏ 
المرهان : 5 
نتكن له »كا قاعدة ل خر 6 و ليكن روروة 5 حمر ٠‏ عندكئد تصبح )9 2 
بالشكل 
بعر بل مال 


وبما أن هذا المقدار مساو للصفر أيا كان مر من *ير فرضا » أي أنه مساو للصفر 
أنا كان اختيارنا للاعداد ريه "ا ' رمه » فان كل المقادير ز#0 بحب أن تساوي 
الصفر 8٠‏ 

يسكننا الآن أن نجد باستخدام هذه التمهيدية المبرهنة التالية : 


؟كس؟ مبرهنة ( الانعكاسية الجبرية ) 
كل فضاء متجهي منتهي البعد لابد وأن يكون انعكاسيا جبريا ٠‏ 
البرهان : 1 1 
ان التطبيق القانوني +*مير ي ير بن الذي أوردناه فى البنبد.: السابق 
خطي ٠‏ وتعني المساواة امت أنه أيا كان مر من *ير فان ‏ 
,0 > (مع)] - طاءع - ترالمت ا 


استنادا الى تعريف © ٠‏ ولا كان هذا يقتضى أن يكون 0-مم .وفق التمهيدية 
؟سبهب؟ ء فانه نترتب على المبرهنة ؟سكته ١‏ أنه يوجد للتطبيق ج تطبيق عكسي 


عب )9 بام حبث © 1ك مدى م2 ٠ه‏ كذلك كانه إشرتب على الميرهنة داتها 


١15 -‏ يد 


أن ع: سن -0)© وزنل ء ونجد اعتمادا على المبرهنة هك ١‏ أن 
2 مسال ع “عر وسيل ع 36# ووزل 


نستنتج من كل ما تقدم أن **ز سنه - )2 من ٠‏ لذا فان عمير_ )هج نظرا 
لكون ©)© فضاء متجهيا ( اسلاسسة ) » ويكون بعد كل فضاء جزئي تماما من 
يب 0 أقل من **ين وروزق استنادا الى الممرهنة امأ كم مه وهذا نشت تعر دف 


الانعكاسية الحيرية المطلوية ٠‏ 8 
مسسائل 


١‏ ع حده القضباء الصفري للموثر تج ي تير 17 الممثل بالمصفوفة 


* ل ليكن المؤثر تووييةه ب : معرقا + لحرو رمات ,رغ ,رج) 0 + حدد 
5 58 6د ومصفوفة تمثل 7 »ه 


.ب عين قاعدة ثنوية للقاعدة 0 ,0,0 ,(4,0,0(,0,1,0 ل 80ا. 


4 سم لشكن ءا القاعدة الثنوية ل لل تت 00 07 
(3-,1 ,)عي 3 (لس ل لمعيه + جد مام و (بزي و نيم »> حيث 
(1,0,0) عير » 

هوه اذا كان ,و داليا خطيا على فضاء متجهي ع بعذده بار ارين ادي 

يمكن أن يكون للفضاء الصفري مسد ؟ 
5مس جد قاعدة للفضاء الصفري للدالي م المصرف على تج بالمساواة 


و --ي# +يك ع ()م ‏ يثك (5 مو .6#) ع ع » 


|| لم 


لان أعيك نفس الطلب الوارد فى المسألة + وذلك باأنت راف آز 


وده + ينه رعريه - (ر)م سبيت لعررين ل 


م )ب اذا كان 7 فضاء حجزكا نفلءة (1-م) من قشضاء همدق أل افسشيه يراه : 
أن ع هو المضاء الصفري لدالي سخطي مشا سس 7 على 3 الى 0687 42 لاروك 
وحيدة مقربا الى مضروب عددي ٠‏ 


ه ل ليكن عر الفضاء المتجهي المؤلف من كل الحدوديات الحتيقة لامي .: 
والتي درحة كل منها أصغر مسن عدد معتلى م 6 ومين الحدودى 
( الذي ترك درجته دون تحديد لدى تعرف الدرجة )ء م 
(ه)“« د رهم قيمة المشتق من المرتبة 6 » مثيت ) للعلمي بي ه 
نقطة + من 8 ه أثبت أن م دالى خطى على عراء 

© سه ليكن ج فضاء حرشا من قضاء متتجوي هر بعدة ىن 2 ولسكن 
2-ير ٠‏ بين أ نهتالك دالا خطيا 1 قلسي ع فلت 1 


0<همم أا كان م من بج ٠‏ 


١1س‏ اذا كان »*' و بر متجهين مختلفين في فضاء متجهي متهي الند د ) 3 
أنه يوجد دالي خطي , على عر بحيث يكون زو عرن, . 
5س اذا كانت يم ,..., م داليات خطية على قضاء متحي 
«>م » فبين أن ثسة متجهما وعم فى 2 يشاك 80 
0-0رل, -0,.٠-‏ (هارم» ما هي النتائج التى نستخلصها من هذا يال 
المعادلات الخطية ؟ 
؟اس ( الممدد التخطي ) ٠.‏ ليكن 2 فضاء حرا تماما من فضاء مصيى ير عذه 
# 6 ولبكن م داليا خطيا على ب ٠‏ بين أنه سكن تمقيد 2 شطييا الى 
أي أنه يوجد دالي خطي 7 على عر بحيث .يكون (- .از 
14 ليكن م داليا على #2 معرفا بالمساواة 45-3 مم لو حيتث زك, 
لننظر الى 82 على أنه فضاء جزئى من ©# محدد بالمساوأة وديم دي 
الممدات الخطية مر للدالي م من نع الى نس * 


308 ١ 


مص 43573 سم 


هل ليكن :2# فضاء حزما معرفا بالمساواة ودج ٠‏ وليكن ع على 2 
محددا بالدستور ورج )عير .جد ممددا خطيا ملم الى ته بحيث 
يكون' »م7 ( 2+ عدد مثبت معطى ) » وذلك بفرض أن (1,1,1)-,م ٠‏ 
هل / وحيد؟ 


1١5‏ الفضاءات المنظمة للمؤثرات ٠‏ الفضاء الثنوي 


لقد عرفنا فى البند 7+5 الموثر الخطي المحدود » وأؤضحناه بأمثلة أساسية 
خلفت لدى القارىء انطباعا أوليا عن أهمية هذا النوع من المؤثرات ٠‏ أما في هذا 
البند فان هدفنا هو التالى : نأخذ أي فضاءين منظمين عر و ٠2‏ ( كلاهما حقيقى 

أو كلاهما عقدي ) ؛ وننظر في المجموعة ١‏ 

ْ 6 )8 
المؤلفة من كل المؤثرات الخطية المحدودة من عر فى مو » أي فى المؤثرات التى كل 
منها معرف على بز بأكمله ومداه واقع في © » ونريد أن نبين بأن المجموعة 
0 )8 «يمكن أن 'تحعل نفسها فضاء منظما0*© ٠‏ 

ان هذا ليس بالامر العسير » ذلك أننا أولا نحول المجموعة )8 الى 
فضاء متجهي بتعريف المجموع 72+,7 لمؤثرين ,3 و ,2 من و )8 بطريقة 
طبيعية بالمساواة 


1 + 1ت بد(ي1 +1) 
وتعريف الجداء 47م لمؤثر + من وز )ع بالعدد » بالمساواة 


عليه ع براقلم) 


يد أن ه في 8067 تعني الحرف الاول من الكلمة الانجليزبة ”.وعوصهط» © أي 
جدود . ل هو )1 . » حيث آ 
تعني الحرف الاول من الكلمة الانجليزبة عن" أى 2 خطي 6 . ورغم 

ان كلا من الصطلحين شائع » الا اننا مستدمسك باالصطلح )8 في كتابنا . 


ب-0 169 شنم 


فاذا أعدنا الى الذاكرة مغسون الشق (ب) من التسهيد ؟/لب؟ : فاننا نجد رأسا 
النتيجة التالية : 


) 8), 8١ مبرهلة ( الفضاء‎ 1-1١5 


أن الفضاء المتجهي 90 )و المؤلف من كل الؤثرات الخطية والمحدودة من فضاء 
منظم عر في فضاء منظم ب هو نفسه فضاء منظم » حيث يعرف النظيم فيه 
بالمسساأواة 


|| ة -11 لحان )1( 
عم |*لا »د 
1 لاعلا 
متى يعدو 82 ,)8ه فضاء باناخ ؟ ان هذه مسألة مركزية في التحليل 
الدالي 4 وترد الاجابة عنها في الممرهنة التالية ٠‏ ومن الجدير ملاحظته في هذه 
الممرهنة أن شرط كواأن ولا )8ه فضاء باناخ مستقل عن ير » أي أن عا قد يكون 
تاها » وقد لا يكون ٠‏ 


) مبرهنة ( التمام‎ 5-1١05 
٠ أذا كان 8 فضاء باناخ » فان 87 )م يكون فضاء باناخ‎ 
البرهان : . ش‎ 
)50 لتكن 2) متتالية اختيارية لكوشي في :)8 » ولنثبت أن‎ 


إتتقارب من مؤثر 7 في )8 ء لما كانت (,) متتالية لكوشي » فانه بوجد 
لكل عدد موجب + عدد صحيح موجب #ز بحيث نكون 


(7 خير رم) ع > ال -1 أ 


وهكذا فانا نجد أنه أيا كان بعر من ير وأا كان , كا اللذان يراه 94 فان 
[ راجع  )3(‏ من البند كس“ ]: 


اأنتلاء > لعل |3 75[ اعم - )| - اعم دعوة|:  -‏ 102 . 


سس 101[ يسمر 


لنختر الآن لكل عنصر مثبت + وكل 2 د محا ب يليه 
كون 82> امعو ٠‏ عندئذ نجد من  )2(‏ أن-غ > إبدي ديي| + وري أن ويم 
هي متتالية كوشي في 9 ٠‏ وبما أن لا تام » فان «2) تنقارب » ولنفترض مثلا 
أن يبوج بني1 ٠‏ من الواضح أن النهاية بر في لا تابعة للعنصر ع الذي اختر ناه 
في وتكون بهذا قد عرفنا مؤثرا ءا عر :3 محددا بالمساواة 02 


-12 مهنا 8 + عر سنا > (81,,2 + عديه) مهنا - (82 + جمه) 1 صدذا 


سنثيت أن 7 محدود وأن مل ؛ أي أن وب|2-ث1|] . 


بما أن (2) صحيحة أيا كان »م الذي يكبر /« » وأن :3 م ب2 »2 فسن 
الممكن جعل هه من يم ٠‏ وباستخدام حقيقة كون النظيم مستمرا » فائنا نهد 
'عندكذ من 2) أنه أيا كان م الذي يكبر بم وأا كان » من ير فان 


«إأءدأاع كك !مر - :1 || ال > |أعدمية ذا - 25 || 2 |[ - يد |! )3( 


250 سين أن (12-7) عندما يكون 17 <: » هو مؤثر خطي محدود هوبماآن 
:> محدود » فان (13-27)-12 >7 محدود » أي أن ( ,8006 76 ٠‏ وفضلا عن 
ذلك »؛ فاذا أخذنا في (3) الحد الاعلى عندما تمسيح ب +« كل عادر التي م 

كل مها 1 : فاننا نحد 
.8 < و 6 |7 - :]| 
لذا فان م جلب|(7-72|] . 8 
لهذم بالممرهنة تتبحة هامة بالنسية الى الفضاء الثتوي “1 للفضاء 2 الذي 
نعرفه كما لي: 
أسء اس تعريف ( الفضاء الثنوي جر ) 
ليكن 236 فضاء منظما ٠‏ عندئذ تشكل مجموعة الداليات الخطية المحدودة 


- 185 نسم 


على > فضاء منظما حيث النظيم معرف بالمساواة 


د التا لاون - 
ألعكيا ونه > 000 مه > را 4 
اداع 0 

أ راجع (2) من اليند 1 ا ددعى هذا الفضاء الففاء العنويري) للفضاء 36 
وبرمز له ب 8٠6‏ 

لا كان الدالى الخطى على ع تطبيقا 8 عا فى 1 أو 2« ) أي فى الحقفل 
العددي لع ( وكان © و6 المزودان بالمترك المألوف تامين » فاننا تلج أن 04 
هو وي )م حيث لا هو الفضاء التام ب أو الفضاء التام ٠6‏ لذا فانه سمكن 
تطبيق الممرهنة 51١٠05‏ فى هذه الحالة , ونخد ما بلى : 


لأصمه أصسع مبرهنة ( الفضاء الثنوي ) 

الفضاء الثنوي ير الففضساء منظسم ع هو ففساء بانساخ ( سسواء اكسان غ1 
فضاء باناخ آم لم يكن كذلك ) ٠‏ 

من المبادىء الاساسية فى التحليل الدالى أن تقصّى الفضاءات شترن غالبا 
بتقصي الفضاءات الثنوية ٠‏ ولهذا نجد من المناسب أخذ بعض الفضاءات التسى 
تقابلها مرارا فى التحليل الدالى والبحث عن شكل فضاءاتها الثنوية 3 وفى هذا 
المقام » فان مهو م الايزومورفيزم يعيننا فى تفهم المناقشة الحالية ستورد ان 
التعريف التالي الذي يستند الى ما جاء فى البند 6اء 
ير يه ير ,7 يحفظ النظيم » بمعنى أنه اذا كان ع أي عنصر من يز فان 


»دا > زع 


يه بدعى هذا الفضاء أحيانا الفضاء المرافق ل # . تذكر أننا عرفنا الفضاء الثنوي 
التجبري + ل * في البند اسلق بأنه الفضاء المتجهمي ألؤلف من «تهبيع الداليات 
الخطية على 24 


سم 1688 سم 


( لذا فان 7 ايزومتري ) ٠‏ ونقول عندئد عن عر اله ايزومورفي مع ير » ويسمى 
الفضاءان > و 2 فضاءين منظمين ايزمورفيين ٠‏ ومن وحهة نظر محردة » فاننا 
نعتبر الفضاءين الايزمورفيين بجر و © متطابقين » وكأن تأثير الابزومورهيزم لايعدو 
كونه اطلاق أسماء جديدة على العناصر ( وذلك باضافة 7 الى كل منها ) ٠‏ 


ان المثال الاول الذي سنسوقه الآن يبين أن الفضاء الثنوي ل *8 ايزومورفٍ 
مع جر » وهذا دعلي بابجاز أن الفضاء الثنوي ل# هو "22 ٠‏ 


أمثلة 
؟"١٠أ‏ هن الفضاء "82 
الفضاء الثنوي ل "جم هو اج ٠‏ 
البرهان : 
نلاحظ أولا استنادا الى الممرهنة ؟_/مم أن *"8-"8 » وأنه يترتب على 
رو من البند كه أن لكل م من *عج التمثيل 


(مه)/ حيو ديق /3 - 100 , 


(انجم بخ من الى >0). و وإتشاو ا علويتكائة كرسي ل تفقارتو (البتدلد 
ع اد 


ددن إن 5) “(5) داسقائط دامانا 
وبأخذ الحد الاعلى عندما تمسح + جميع العناصر التي نظيمها 1 » فاننا نجد أن 
7“( )دام 
ومن جهة أخرى »؛ دمن السهل التحقق أنه اذا أخذنا العنصرريد,...,ر)-ع نجد 


لب 606[ يدم 


لتبيشة 
ارم سما 


1 أاضداا 
وبالتالي فان 
1/2 
2 ويد 
(تد )اما 
ان هذا يشبت بآن نظيم م هو النظيم الاقليدي » وأن >١1‏ اما » حيث *8ء نودم 
لذا فان التطبيق من "© على «ه المحدد بالشكل )دع جمم , حيث (6)/- يوأ 
بحفظ النظيم ٠‏ وبما أنه خطى ومتباين وغامر أيضا فانه ابزومورفيزم 8 
؟سء لس . الفضامار 
7 
الفضاء الثنوي ل .هو" . 
50 
إن قاعدة شاودر ١‏ اليند كا ( للفضاء 1 هي (يه) © حبث (ررق ) ح ين 3 
عندئذ يوجد لكل + من !1 التمشيل الوحبد التالي 
ةا دع ش )05 
1عدعا 
لنأخذ أي م من “7 » حيث 2 هو الفضاء الثنوي ل :/ ٠»‏ ببا أن م خطيى 


ومحدود فان 


(يت)] - عر حمة رط -()] 060 
حيث تتحدد الاعداد »)م - »1 بصورة وحيدة بواسطة م ٠‏ ويما أن 1-|ه)|ا وأن 


اماك اعما ماد اما > اأءكاا ارا اله)م| - ادا 70( 


باللأة! مه 


لان + قن المكن أن تحد لكل (,8) 5 من © دالبا خطياآا 
لى 1 ه وفي الحقيقة » فانه يمكن تعريف 8 على ' بالدستور 


5 بس > (#)ع 
> من أأواضعح أن 8 خعلي 4 كما أن محدودنه تلتيج من التالي 


الصف إإعلاك اكا يق اها م5 اقيق ,3 5م)ها 


ا ألم مركم من 4 أأي م ( + لذا فان “رمج » 


1 أخيرا 3 ليم / هو النظيم على العضاء ص »* من 6( ثري أن 


حدة :| - اانا 


.انوا صم إلعلا- اءؤاية ازا مده ع 
7 1 
واذا الم الأعلى عنكما تمسح 3 كل المناصر التى نظيمها 61 تتحد أن 
.ندا مس > /| 
وعترتف؛ علي عتم النانة ومن (7) المساواة 
أودا صسد > [زمراا )8 

ِ 

1 علي | » وبالتالى فمسن الممكن كتابة هذه المساواة 
: علا || » حبك “اع (ر)دء © وخي تبين أن التطبيق الخطي المنباين 

والغاسر ل « على حر والمعرف بالدستور رع دع.م هو ايزومورفيزم 8٠‏ 


هو "ا »> حيث صهدبدم>1 وى هو مرافق م »> أي 


نسم أي© 1 مم 


المرهصان : 
انث (,ه) » حيث (ية)- يه كما في المثال السايق تصلح لان تكون قاعدة 
شاودر للفضاء *7/ ٠‏ عندئذ يكون لكل » من التمثيل الوحيد التالى 


يق 2 > )9( 
لنآخذ أي م من سم » حيث 7 هو الفضاء الثنوي ل مم ٠‏ بما أن مم خطي 
ومعدود فاك 

)10( : ح يبه علديق به هار‎ /) 60٠ 


ليكن 4 مرافق 5 ( ١_لاسدم‏ ) 4 ولناخذ (”به) - يد » بفرض أن 
اذا كان لتحيه و مدي 


0 1 سي 6110 


اذا كان مدي أومحع 0 
فاذا عوضنا هذا في (10) نحد أن 
.| و ع - نار 
كذلك » فلدينا استنادا الى (1) دالى أن و - م(4-1) » ما يلي : 


“(تمهر )لما - لضا اراك دمر 
“(«*“ءدا )ا - 
الله 
( يتم الجمع من 1 الى م ) ٠‏ وبالتالي فان 
“لسار )الاك "مدان - دمر 


ا اا 


وبالتقسيم على_العامل.الاخير » فاننا نجد اعتنادا على المساواة /1- م/1-1. > أن 


ولما كان # كيفيا » فاننا نحد بحعل ه يمر أن 


اماك" (كما 2 ) 5 


اذن كلع (ي) ٠‏ 
وبالعكس 4 فحن الممكن أن نجد لكل (يم)-م من داليا خطيا محدودا 
مقابلا 8 على د ٠‏ وفي الحقيقة » فمن الممكن تعريف م على مز بأث نضع 
عقت ١‏ لماع 
ش 1م 9 
حبث مع (ية) دعر ه عندئذ يكون م خطيا » ومحدوديته تنتج عن متباينة هولدر 
(10) من البند ذل” هه لذافان 1 تا كف 


سنبين أخيرا أن نظيم م هو النظيم على الفضاء “! ٠‏ لدينا انطلاقا من (10) 
ومن متباينة هولدر ما يلي 


“(لسا)” (مذانة) كاسة :8 - امار 
“ "اما )اع - 


( نتم الجمع من 1 الى « ) ٠‏ لذا فاذا أخذنا الحد الاعلى عندما بمسح 2 جميع 
العناصر التي نظيمها 1 » نجد أن 

“("مانة) كاما 
نستنتج من هذا ومن (12) المساواة 

“زم )انا (13) 


لداى]! سم 


التي يمكن كتابتها بالفسكل ,إ١|-‏ ام » حيث “زءز,)-ع © و40)/-يو ٠‏ ان 
التطبيق ل 1 على » المعرف بالدستور ى يم خطي ومتباين وغامر ٠‏ وباضافة 
(13) الى هذا نستنتج أنه يحفظ النظيم » وبالتالي فهو ايزومورفيزم 8٠‏ 

ما هي أهمية هذه الامثلة والامثلة المشابهة لها ؟ من الاهمية بمكان فى 
البحوث التطبيقية معرفة الشكل العام للداليات الخطية والمحدودة على فضاءات 
متداولة من الوجهة العملية » ولقد تم فعلا دراسة العديد من الفضاءات بهذا 
الشسكل ٠‏ ان أمثلتنا تقدم التمثيلات العامة للداليات الخطية والمحدودة على “م و 
هم و مر » حيث 1<م ٠‏ أما الفضاء [4,5]© » فسنتناوله بالبحث فيما بعد ( البند 
4-4 ) » وذلك بعد التعرف على أدوات اضافية لازمة لدراسة هذا الفضاء 
( وأهمها ما يسمى بمبرهنة هانب باناخ ) ٠‏ 

كذلك » فاذا أعدنا الى الذاكرة ما سبق وثمت مناقشته بصدد الفضاء الثنوى 
الجبري **جبر في البند م » فمن الممكن التساؤل عما اذا كان يجدر بنا دراسة 
الفضاء الثنوي الثاني (يد) - “نل للفضاء “اء ومع أن الاجابة عن هذا اللتساؤل تنم 
بالايجاب » فاننا سترجىء هذه الدراسة الى البند 4ه ؛ حيث نطور أساليب 
ملائمة للحصول على نتائج أساسية في ذلك الاتجاه ٠‏ أما في الفصل القادم ‏ 
فسنتوجه الى أمور أبسط الى حد ما ء ونعنى بها فضاءات الجذاء الداخلي 
وفضاءات هلبرت ٠‏ وسنرى أن هذه فضاءات منظمة خاصة تحظى بأهمبة 
تطبيقية هائلة . 


مسائل 


١‏ ماهو العنصر الصفري في الفضاء المتجهي 1 :)8 ؟ وما هو بعكس عنصر 
+ من 800-15 بالمعنى الوارد في التعريف اا ؟ 

؟ ‏ لقد عرفنا المؤثرات والداليات التي درسناها حتى الآن على الفضاء 2 
بكامله ٠‏ أثبت أنه حتى لو استغنينا عن هذا الفرض » فاننا نجد فى حالة 


١١م ل المدخل الى التحليل ألدالي‎ ١١١ 


الداليات_المبرهنة التالية : « اذا كان م و 8ه داليين خطيين محدودين 
ساحتاهنا في فضاء منظم عر > فاته اذا افترضنا > وم عددين غير صفريين: 
فان التركيب الخطى وم+يه-: كون داليا خطيا محدودا ساحته 
(09)8 )© - ()9 )+ 

عمم المبرهنة الواردة في 5 ي .المسألة السابقة على المؤثرين الخطيين المحدودين 

0 2 

# ليكن ذ و 2 فضاءين منظمين » ولتكن الاامسير :2 2,200 ,1-» مؤثرات 
خطية محدودة 0 بين أن التقارب 7ه قتضى أن يوجد عدد 
موجب 8 لكل عدد موجب ء » بحيث أنه اذا كان م أي عدد طبيعى يحقق 
المتباينة +« <م » واذا كان * أي عنصر منتم الى كرة مغلقة معطاة » فاننا 
نحد المتباينة ه>/<2 -ع:1]| ٠‏ 

© عدا بين أن سن مسجم مع الوأسهة ٠‏ 

5 - اذا كان بير فضاء المرتيات م من الأعداد الحقيقية » وكان أ5احهم ا »6 
ححيمت ا وك ترا دعر » فما هو النظيم المقابل للفضاء الثنوي م 1 

7س مأ هي النتبحة أل ى دمكن الحصول عليها من 51١5‏ في حالة الفضاء 
* المؤلف من كل المرتبات »م من الاعداد الحقيقية ؟ 

يش علد أثيت أن الفضاء الثنوي للفضاء. © هوق 1م ( راجع المسآلة ١‏ مسن اليند 
ك5م). 

لبشه دين أن الدالي الخطي , على فضاء متجهي 6 اتحدد بصورة وحيدة لدى 
معرفة قيمه على قاعدة لهامل للفضاء ع (٠#‏ راجع البند ع١‏ ) ٠‏ 

ات ليكن عد ف (0)عولا فضاءين منظمين » حيث 82-6 ولق + أثيت أنه اتوحجد 
مؤثر خطي غير محدود واحد على الاقل لا مدير ٠,7:‏ ) استخدم قاعدة 
فال ): 

1ع اذا كأن > فضاء منظما وكان. م - 26 مزل » فين أن المفضاء ء الثنوي را له 
يتطابق مع الفضاء الثنوي الجبري +كئ[ ه» 


509[ سم 


( التصام ) ٠‏ يمكن استخدام الأمثلة الواردة في البند السابق لاثيات 
تمام فضاءات معينة ٠‏ كيف تم هذا الامر ؟ وما هي هذه الفضاءات ؟ 

ات ( العصادم ) ٠‏ لتكن هد أي مجموعة جزئية غير خالية في فضاء منظم >راء 
يعرف العادم 80 ل 6« بآنه مجموعة كل الداليات الخطية المحدودة على بر 
المساوية للصفر في كل نقطة من يمو ٠‏ وهكذا فان ,د مجموعة جزئية مسن 
الفضاء الثنوي ير للفضاء يرا٠‏ دين أن عير فضاء متجهي جزئىي من ير 3 
وأن هذا الفضاء الجزئي مغلق ٠‏ حدد “مرو عم ى 50007 

8 اذا كانم فضاء جزئيا بعده « من فضاء منظم > بعده « + فبين أن يز 
هو فضاء جزئي من به بعده («-4) ٠‏ صغ هذا على شكل ميرهنة حول 
حلول جملة معادلات خطية ٠‏ 


اس لتعن ”ههزن ,0,1 ,0 1 ,01 ,(1- ,1,09)) لمق ٠‏ أوجد قاعدة ل #راء 


15# سم 


الفي | امالك 


فضاءات الجداء الداخلي ٠.‏ فضاءات هليرت 


من الممكن في كل فضاء منظم أن نجمع المتجهات وأن نفرب المتحهات 
أعداد » تماما كما تفعل قي جبر المنجهات + وقضلا عن ذلك » فاق التظيم عسالى 
المضاء ء المنظم بعمم مفهوم طول المتجه ٠‏ بيد أن الذي ما يزال ناقصا فى الفضاء 
المنظم العام » والذي نود ادراجه في هذا الفضاء إن أمكن ؛ هو شبيه ا 
الداخلي الذي عرفناه في جبر المتجهات في الفضاء 0 بالمساؤاة 

د18 + 82 ينه +81 ره عد ؤ ٠١‏ جم 
والذي أشفرعن عدة تنائج منها أن 
4١4‏ د اه 

. وأن شرط تغامد متجهين هو ١‏ 


< وقد وجدنا أن .هذا التعريف وما يننج عنه هي أدوات ذات فعالية كبيرة فى العديد 

من التطبيقات ٠‏ لذا فانه برد السؤّال عما اذا كان من..الممكن تعميع الجذاء 
الداخلي والتعامد على القضاءات المتجهية العامة ٠‏ وفي الحقيقة » فقد وجد أن 
هذا أمر يمكن تنفيذه » إذ تم التوصل الى ما سمى بفضاءات الجداء الداخلي » 
التي يطلق عليها حين تكون تامة اسم فضاءات هليرت ٠‏ 


ب- 188 يم 


ال فضاءات الجداء الداخلى هي فضاءات منظمة خاصة » كما سئرى بعد 
قليل » وهي في التسلسل التاريخي أقذم من الفضاءات المنظمة العامة » كما أن 
نظربة هذه الفضاءات أغنى » وتمتلك كثيرا من ملامح الفضاءات الاقليدية » التي 
بشغل مفهوم التعامد فيها مركزا متميزا ٠‏ وفي الحقيقة » فان فضاءات الحداء 
الداخلي قد تكون أكثر التعميمات الطبيعية للفضاء الاقليدي » وعلى القارىء أن 
يلاحظ التناسق الكبير والجمال الذي تنمتع. به المفاهيم والمراهين في هذا المحال 
وقد استوحيت النظرية تكاملها من بحوث ده هلبرت ) ؟اذا مء* ( في ا 
التكاملية ٠‏ أما الرموز والمصطلحات الهندسية المستعملة حاليا » فهي مشابهة لتك 
الواردة فى الهندسة الاقليدية » وقد اعتمدها شميت عام لمعذا م. بناء على اقتراح 
كافاليفسكي ( كما ذكر شميت في الصفحة ١ه‏ من بحثه ) ٠‏ وقد تبين أن هذه 
الفضاءات أكثر الفضاءات أهمية. في التطبيقات الغملية للتحليل الدالي حتى وقننا 
هذاء 


مفاهيم هامة ٠‏ توجيه موجز حول المحتوى الرئيسي 
فضاء الجداء الداخلي ير( ١١#‏ ) هو فضاء متجمي مزود بجداء داخلي 
(.) معرف عليه + والجداء. الداخلي تسريم الجداء الداخلي لمتحهين في الفضاء 
ثلاثي البعد » وهو .يستعمل: لتعريف ما علي : 
) النظيم 1 بالمساواة "رم ,) -|»| ٠‏ 
(11) التعامد بالمساواة 0-(رن) ٠‏ 
وفضاء هليرت هو فضاء جداء داخلي تام ٠‏ ونظرية فضاءات الجداء الداخلي 
وفضاءات هليرت أغنى من نظرية الفضاءات المنظمة العامة وفضاءات باناخ ة ومن 
السنمات المميزة لهده الفضاءات ما يلي : 
(0) تشلات الفضاء 4 بمجموع مباثر لفضاء ادي 0 و ا 
( مه آش 00 
(1) المجموعات والمتناليات المتعاهدة والتمثيلات الموافقة لعناصر من جر ٠‏ 
( راجع البتدين +4 وسبه)ء 


مهمه ة ات 


09 تمتيل ريس 18# للداليات الخطية المحدودة بجداءات داخلية + 
(0) مؤثر هلبرت المراقق *7 0 اللؤثر خمطي محدود 2 ( مك١‏ ) ٠‏ 
وتكون المجموعات والمتتاليات المتعامدة هامة فعلا فقط عندما تكون كلية 
شك ومن لمكن امشيال ظاارات عدرية لافنا في يدر عبد درق نين 
المؤثرات ( المترافقة ذاتيا » الواحدية » الناظمية » كما في البند #لب١٠‏ ) والتسي 
تنطوي على أهمية بالغة في التطبيقات ٠‏ 


؟؟ فضاءات الحداء الداخلي ٠‏ فضاءات هليرت 
أن الفضاءات التي تنناولها في هذا الفصل تعرف على النحو التالي 0 
#؟ساى؟ تعريف ( فضاء الحداء الداخلي »© فضاء هليرت ) 


فضاء الجداء الداخلي هو فضاء متجهي عر مزود بجداء داخلي معرف على 
+ز ٠‏ أما فضاء هثيرت فهو فضناء جذاء داخلي مام ( بالنسية للمترك المحصدد 
بالجداء الداخلي ٠‏ كما في (2) ) ٠‏ الجداء الداخلي على ع هنا هو تطبيق ل 
عدر في الحقل العددي ة ل * » بمعنى أنه يقابل كل زوج »ور من 
المتجهات عدد نشير اليه بالشسكل 


1) 


وبسمى الجداء الداخلي) ل .دو درء بحيث تتحقق الشروط التالية أيا 
كانت المتجهات + و ير و 2 وأيا كان العدد » : 


به يسمى الجداء الداخلي أحيانا الجداء العددي » الا أنه بحب عدم الخلط بينه 
وبين حداء متجه بعدد في الفضاء المتحهي . هذا وان الرمز (,) للجسداء 
الداخلي شائع تماما..“وفي الكتب الابتدائية » ككتابنا هذا » فان لهذا الرمو ' 
ميزة على الرمز (,) المستعمل كثيا » ذلك أنه يستيعد الخلط بينه , 
وبين الزوج المرتب ( ألذي قد بدل على مركبتي متجه ؛ أو عتصرين من | 
فضاء حداء » أو مضمون داألة لمتغيرين ؛ أو غير ذلك ) . 


15001 لم 


(2 ,ل) +23 وك) زع لوج عد (جد )١‏ 


(نا )يه > (لر وديه) (حد © 
( ,ن) ع زر ,ه) 18 
61 ) 1 ع 
.0م ا<ج» ‏ 0-(دن) (جد ؛) 


و متحدد الحجداء الداخلي على ير *ئثظآظ5 على 94 بالمساواة 


(20) ( يندم > إإعدا| زقق 
كما يحدد متركا على ير كما يلي : 
ل (يز> عد وتوت عدم ت [إبر - || عت زر ,)4 )22 


لذا فان فضاءات الشداء الساخلي هسي فضاءات منظهة »6 كما أن فضاءات 
هلبرت هي فضاءات باناخ ٠‏ 

وتعني الأشارة . الواردة في (جد م) المرافق العة دي ٠‏ وبالتالي قاذا 
كان يو فضاء متحهيا حقيقيا » فاننا نحد ببساطة أن ٠‏ 


(التناظس) ( ,)> زر و) 


إن الاثيات بأن (1) ححقق موضوعات النظيم ( (ذ١)‏ - (ذ؛) الواردة فى 
كل » برد في بداية اليند التالي ٠‏ 


ويترتب على الشروط من (جد )١‏ وسحتى (جدم) الدساتير 


(2 ,([)8 + (2 ,)يه ح (2 ,8 + نديم) )3( 
١)‏ )قت ع (نره ,)2 ٠‏ (0) (3) 
(2 )8 +( رند) 2 ع (82 ++ نيه ,ند 6( 


التي سنستعملها كثيرا ٠‏ يبين (د3) أن الجداء الداخلى خطى فى عاملة الايسر ٠‏ 
ويما أنه يرد في 30) المرافقان العقديان جه وج في اليمين » فاننا تقول بأن 


ب 1117[ يد 


العداء الداخلي خطي مرافق في عامله الابمن ٠‏ واذا رغبنا فى التعبير عن كلا 
الخاصتين معا » فانئا تقول بآن الجداء الداخلي.«.خطي مرة ونصف المرة ٠»‏ وما 
هيب بنا الى استحداث هذا المصطلح هو أن 2 الخطي المرافق » يعرف أيضا بأنه 
« نصفف خطي » ٠‏ ولا كان مصطلح « نصف الخطية » هذا ضعيف الدلالة » فاننا 
لسن تتتعملةة 

ويمكن للقارىء أن يبين باجراء حسابات مباشرة وبسيطة أن النظيم عا 
فضاء جداء داخلي بحقق مساواة متوازي الاضلاع الهامة التالنة 


اجاج تسا - “اسحعاء ادحعا ىق هم 


وهذا المصطلح مستوحى من الهندسة الابتدائية » كما نرى في الشكل 0١‏ » وذلك 
اذا أعدنا الى الذاكرة بأن النظيع يعمم المفهوم الابتدائي لطول متجه (البند ب)ه 
وانه لأمر جد هام أن نلاحظ بن المعادلة (4) نظل سارية في الفضاءات التي 
ندرسها حاليا » والتي هصي أعم تكثير من الفضاءات اللصيادي الهندسة 
الانتدائية ٠‏ 

وفي الختام » فانه اذا لم يحقق نظيم المساواة (4) » فلا يسكن الحصول على 
هذا النظيم من جداء داخلي باستعمال (1) ٠‏ وفي الحقيقة » فان مثل هذه النظائم 
موجود فعلا » وسنورد أمثلة عليها. بعد قليل ٠‏ وهكذا فانه يمكننا أن قرول هون 


آن يكون ثمة مجال للالتباس ما يلي : 


ليس :كل فضاء منظم فضاء جداء داخلي بالضرورة . 

وقبل البدء بايراد الامثلة » فائنا ستحدد مفهوم التعامد » الذي يشكل 
مغهوما رئيسيا في النظرية كلها ٠‏ من المعلوم أنه اذا كان الجداء العددي لمتجهين 
في فضاء ,ثلاث اليعد صفرا » فان المتجهين متعامدان » أي كن الزاوية بينهما 1 
تساوي كد أو أن أحدهما على الاقل هو المتجه الصفري ٠ه‏ ان هذا بوحى ‏ 
باقتراح التعريف التالي:: 


1582 د 


لخصل 


الشكل (؟5١) ٠‏ متوازي أضلاع في اللستوي ضلعاه . و مر 
؟-1ا؟ تعريف ( التعامد ) 
قال عن عنصر »« فى فضاء جذاء داخلى جز انه متعامد مع العنصر رامن 
عا اذا كان 


620 


ونقول أشنا ان العنصرين » و ر متعامدان » وتلكتلب برريج ٠‏ وبصورة 
مماثلة » فاذا كانت لم و.8 مجموعتين جرليتين من جر » فاننا نقول إن » يتعامد هم 
ه » وتكتب شاء > اذا كان 16+ أيا كان م من ي » كما نقول بأن لم و 8 
متعامدتان » وتكتب قا ء اذا كان قد». أيا كان م من هرو ؤ من ؤراء٠8‏ 


[ 1 . 
؟-1ب؟ الفضاء الاقليدي 25 
الفضاءء 8 هو فضاء هلبرت » حيث الجداء اللداخلي معرف بالدستوو- 


د 0 مات + وات اف ط( 1 1 3 © 


وحنث 


العا ات(« فى القرااسةء )ييا 
وفى الحقيقة » فانه يترتب على (5) أن . 


“يع + ١‏ .ل 2رع) ع 1/2زير ريد) > [إعدلا 


]| يد 


وم يك) جد + ل رودت رق)] د #ازبر- بد ررر- ) > إإبر- || - (غ )4 
( راجع )© ٠)‏ هذا وقد أثبتنا التمام في ١م( ٠‏ 


واذا كاف 3-م » فان الدستور () يعطي الجداء العددي المألوف 
دزكوة 7 :تيك + ورك ت بره ع د زر ,) 
للمتجهين (65 موك م5) 2 3 (وزة ,و(ة رنو) > بر » كما أن التعامد 


0تبرءعى زر 

الشمسجم مع المفهوم الابتدائي لتعامد متحوين « 
لإساسة الفضاء الوحدي ليله" 

ان الفضاء "© المعرف فى اسلاس؟ هو قضاء هليرت الملزود بالحعداء 
الداخلي المعرف بالدستور 

ملي ٠‏ م رن .4 6( 
وفي الحقيقة » فاننا نستنتج من (6) أن النظيم هو 
اتلك ع ١مس‏ لك[ د ارقي ٠+‏ لس وقرع) د در 

وترى هنا أيضا سبب وجوب أخذ المرافق العقدي رت في (6) ) » أذ أنه بيترتب 
على هذا أن (رن) دعبن » وهو الشرط (جد 0 7 وبالتالي فان (<:<:) عدد 
حقيقي و 


#ساسدة الففسساء [ط ره] 2ك 


أن النظيم في المثال "بلاسلا يعرف بالمساواة 


3 |( وانذا 


00 لت 


وسكن الحصول عليه هن الجداء الداخلي الحدد بالمساواة 


6 
هك )0)ء | دم 47 زفق 
لقد ترظن يي اذل لمكم أن الدوال حقيقية » 0 مقصد التبسيط ٠‏ 


باعتيار الدوال كر إن 4 المنتمي اك [6ه4] حو كيك في 
السابق ) ٠‏ وتتسكل هذه الدوال فضاء متحهبيا عقدبا 4 هدو فضاء حداء داخلي 


حيتت 
ظُ 
4 (008)1) | دم 42 00 
وبعني الرمز _ هنا المرافق العقدي 4 الذي تحعل الخاصة (حد م) محققة » بحيث 
يكون («) عددا حققيا ٠‏ ونحتاج الى هذه الخاصة ثانة فيما تعلق بالنظيم » 
الذي يمكن أن نعرفه الآن بالمساواة 
1/2 ئ 
(ه 0 ا( > عدا 
وذلك لان #إم)ع|- 0)ء0)د ٠‏ 


ان اتمام الفضاء المتري الموافق للمساواة ) هو الفضاء الحقيقي 51 ]2 
( راجع عم )ء كذلك » فان اتمام الفضاء المتري الموافق للمساواة (*) 
بدعى الفضاء العقدي [ط,ه]1ة ٠‏ وسترى في اليند القادم بأنهة مسكن تمدسد 
الجداء الداخلي من فضاء داخلي الى تمامه ٠‏ فاذا أضفنا هذا الى ما ناقشناه الآن 


فاننا نستنتج أن [0 طبه]آة هو فضاء هليرت «. 
#ساسس” فضاء متتاليات هلبرت 2 
ان الفضاء */ ( ئلم ) هو فضاء هليرت المزود بالجداء الداخلنى 


سس 11991 سم 


المعرف بالمساواة 
11ر2 )2 <(رم) 00 (5) 
21 


وتقارب هذه المتسلسلة ناتج من متباينة كوشي ‏ شقارتز (11) من البند ١م‏ 
ومن كون: »م وير عنصرين من 2 فرضاء نرى هنا بأن (8) تعميم ل (6) 6 
والنظيم محدد بالمساواة 


أما التمام فقد سبق وأثبتناه في ١ه‏ ؛ ٠‏ 
ان.2/ هو عينة نموذجية لفضاءات هليرت » وقد قدمه ودرسه هلبرت عام 
؟91١‏ لدى بحثه في المعادلات التكاملية ٠‏ هذا ولم بعط تعريف فضاء هليرت 
العام استنادا الى الموضوعات التي تحدده الا بعد فترة طويلة » وذلك عندما 
أورده فون نويمان عام بابي ١‏ في بحث له حول الامسس الررواضية لميكانيكا الك : 
كذلك فقد نطرق لهذا التعريف ستون عام ؟*9١‏ + ومن الجدير بالذكر أن هذا 
التعرف قد نضمن قابلية الفصل » الا أن هذا الشرط أسقط فيما بعد » وذلك 
عندما بين كل من نوقيك وريش ورس عام 1484 أنه في أغلب جوانب النظرية » 
فان هذا الشرط قيد غين لازم ٠‏ 


عداسلا الفضماء ”1 
ان الفضاء ”! » عندما يكون 2م » ليس فضاء جداء داخلي © وبالتالي 
فان 7 ليس فضاء هليرت ٠‏ 
البرهان : 
. ان هذه الدعوى تعنى أن النظيم على »؛ عندما ينكون 2عوم » لا يمكن'” 


أن يشتق من جداء داخلي ٠‏ سنبرهن على هذا الامر باثبات أن النظيم لا يحقق 


5 


مساواة متوازي الاضلاع (4) ٠‏ وفي الحقيقة » اذا كان *1,1,0,0,00:0)-ع 
درج (...,1,0,0- ,1) > ر فاأن 
.2 - لاع - ع > +ع ,2 > | > زد 
الامر الذي يبين بأن (4) ليست محققة في الحالة 2م ٠‏ 
لما كان م1 تاما (١1-ه؛‏ ) » فان م » حيث 2عوم ؛ هو فضا عناناخ دون 


كسام الففساء [6,ه]© 

أن الفضاء [5,د]0 ليس فضاء جداء داخلي »© وبالتائي فانه ليس فضساء 
هلبسرت ٠‏ 
البرهان : 

سنين بأن النظيم المعرف بالمساواة 


[6ب.ه] زر )| حقم > ءا 


لا يمكن اشتقاقه من جداء داخلى لكونه لابحقق مساواة متوازي الاضلاع (4) + 
وفي الحقيقة » فاذا أخذنا 1- )+ و(ه-6)/(ه-:)-0)ر » فاننا نحد أن 1 > | 
و1 -ار| » وأن 


1-2 


+1 )مر +()خ2 
5-4 


كسم - وير (م)ء 


الذا نجد أن 2-|بر+ع| و 1-|ر-»ه| » وأن 


ب 9لا! يم 


ستورد في انختام الحقيقة الهامة التالية ٠‏ نحن نعلم بأنه يقابل الجداء 


الداخلي نطيم محدد بالمساواة (1) ٠»‏ وبالعكس كانه لأمر عظيم الشأآن أن نعلم 
بأنه يمكن « اعادة اكتشاف » الجداء الداخلي من النظيم الموافق له ٠‏ وفي 
الخقيقة » فيمكن للقارىء التحقق بالحساب المباشر أنه اذا كان الفضاء فضاء جداء 
داخلى سدقي ة » فان 
(تإادر - مد سرج مد[)ة - زج د 9 
وأنه اذا كان خضاء جداء داخلي عقدي 6 فان 


تاج - | - ةإإر + ع ]|)ة ع (ر ) 86 
تلان - عرز - ة|إسة + )ةع جع ,:) 10 


010) 


مسائل 


لاك أثيت صحة  )4(‏ » 


ا ( مبرهنة فيثتاغورس ) + اذا كان 00 في .فضاء جداء داخلي هر 3 
فبين أن 


بثلاسلاه تاساك تإاررح علا 
( الشسكل 4؟ ) ٠‏ عمم هذا الدستور على م من المتجهات المتعامدة مثنى ٠‏ 


ب 196 سم 


١ 
34 
أ‎ 
ا‎ 


الشكل (16) م. ايضاح مبرهنة فيثافورس في الستوي 


 »‏ اذا كان عر في المسألة * حقيقيا » فبين صحة العكس » أي أن العلاقة 
الواردة في المسألة المذكورة تقنضي أن تكون لالع ٠‏ أثبت أن هذا قد 
لآ يصح عند كون ءا عقديا » وأورد أمثلة على ذلك ٠‏ 


4 ب اذا كان فضاء جداء داخلي جر حقيقيا » فبين أن القشرط إبر - إلا يقتضي أن 
بكرن 20 رر دع روجع ٠‏ ما هو المعنى الهندسي لهذا اذا كان ته دير ؟ وما 
الذي يقتضيه هذا الشرط اذا كان ع عقديا ؟ 


ه ب ( متطابقة ابولونيوس ) ٠‏ تحقق بالحساب المماقسر أنه أنا كانث العناصر 
< ولاق - في فضاء جداء داخلي فان 
.د + )غ1 - دا 2+ لبر ماوع تار ملا+ *اء - ذا 
بين أنه سكن كدذلك الحصول على هذه المتطابقة انطلاقا من مساواة متوازي 
الاضلاع .و 
5 ليكن وعد و وبر ه (آ) بين أنه اذا كان «رد»ع » فان (و,») مجموعة 
مستقلة خطبيا ٠‏ (ب) عمع هذه النتيجة على المتجهات غير الصفربة والمتعامدة 
مشسى ا كان 
م اذا كان (ن ,)ع زه ,بد) أن كان 2< في فضاء جداء داخلى 4 فبين أن نوعدي 0س 
برهن على صحة (9) ٠‏ 
برهن على صحة (10) ٠‏ 


530 ليكن و :2 عددين عقديين. ٠‏ بن بآن المساواة وق 0-2و ررج) تعرف حداء 


أ 
> 


ا 
مر 


بس 19/6 سه 


داخليا ؛:وهذا الحداء ولد المترك_المألوف على المستوي ا لمقدى ٠‏ ما هو 
---الشرطكه ا بحب أن 9 3 التعامئد-؟ 
0 0 النظيم ا بالمساواة 
[(ك .) - ع] إل ارا > لعا 
انطلاقا من جداء داخلي ؟ 
١سا‏ عين خا في لاله اذا كان (0...ك.6)-ء » حيث (آ) دع 
(ب) «لادي ‏ ؟ 
ا تحقق بأنه في حالة الدوال المستمرة » فان الجداء الداخلى الوارد فى 
#باله يحّق الشروط (جد )١‏ ب (جد )) ٠‏ 
5س بين أن انطع علج [40 2لا متغير عند القيام بالتحويل اللي 
م+جود, ٠‏ أفد من هذا في اثنات صحة الدعوى الواردة في عملم 


وذلك سطبيق شقل رم.مع الى [3] 4 ومن م بأخذ الدالتين المعرفتين 
كما يلي :5060-1 و +-(مر حيث [600,1+ ٠‏ 


٠‏ - اذا كان ير فضاء متجهيا منتهي البعد » وكانت ) قاعدة لد ير » فبين أنه 


يمكن تعيين جداء داخلي على عر تماما بشيمه (ه ,ه) > يرو ٠‏ هل سمكن اختيار 
الاعداد عرو هذه بصوره ة كيفضة تماما 9 


؟-؟ خواص اخرى لفضاءات الجداء الداخلي 
سنتحقق بادىء ذي بدء من أن (© من البند السابق تعرف نظيما : 
إن (ذ١)‏ و (ن؟) في البند ٠5‏ تتيجتان من (جد ؛) ٠‏ كذلك » فاتا 
نحصل على (ن”) بالافادة من (جد ؟) و (جد ") » ذلك أن 
.“اها تاه| >( مداهه - (نه جنه) - »|| 
وأخيرا فان (ن4) ترد في ثنايا التمهيدية التالية ٠‏ 
ب 191 يسم 


#س]س1 تمهيدية ( متاينة شقازتز » متبايئة المثلث ) ٠‏ 
ان الجناء الداخلي والنظيم الناتج عنه يحققان متبايئة شقارتز ومتبايئة 
المثلث كما يلي : 
() لدينا 
( متبابنة شقارتز ) ادا انعلا ك ادم دما 55 


علما بان الشرط اللازم والكافي كي ترد اشارة التساوي في )١(‏ هو أن تكون 
زر ) مجموعة مرتبطة خطيا ٠‏ 


(ب) أن هذا النظيم يحقق آيضا المتاينة ا 

( متباينة امثلث ) الدلا+ لاك ابو عل 2( 

علما بأن الشرط اللازم والكافي(*) كي ترد اشارة الفنادي هو أن يكون 0در 
أو بم -عد (ء عفد حقيقي كما أن 20 ء ) . 
المرهصان : 

(09): اذا كان 0در » فان صحة (1) نابعة من أن 0-(#0) ٠‏ لنفترض 
أن مغور ٠‏ عندئذ نحد أنه أب كان العدد » »؛ فان 

(اه - ع ,بره - ) > *|إبره - | 0 
1(« ,)8 -(ع ,«)]» - (ير ,)2 - (ع ,)د 

نلاحظ أن العبارة الواردة بين القوسين 00[1.] نساوي الصفر اذا اخترنا 
(« ,)/( ,بن - ج ٠‏ وما ءيتبقى من المتباينة هو 


“الاك 
“ادا 


2 لعا 0« َ 
أأعاا تور 7 0 (« )02 


د لاحظ بأن شرط التساوي هذا « متناظر » تماما بالنسبة ل »م و« © ذلك 
أن المساواة 0-* محتواأة في المساواة بم-خد (عندما 0-م ) » وكذلك 
فان المساواة +/-ر محتوأة في المساواة برم-مر (عندما بكون دع و 
0<» ). 


لاإلا 1‏ المدخل الى التحليل الدالي مب؟ ١‏ 


حيث أفدنا من المساواة )>( ,ا) ٠‏ قاذا ضرينا ب 2|] © ونقلنا الحد الاخير 
الى الطرف الايسر » ومن ثم جذرنا » فاننا نجد ().. ٠‏ 


أن الشرط اللازم والكافي كي ترد المساواة هنا هو أن كون 0م أو أن 
يكون تبره م0 » وواضح أن المساواة الاخيرة تكافىء 0درم-ء أو 
بره <عر » الامر الذي يشيت الارتباط الخطى ٠‏ 


(ب) سنثيت الآن صحة 2) هلدينا 
“إاداا+ دع ,د) + ذنم مد) + تإاند|| ت جبر + عد ريرج بد) > تبر + عدا| 
واستنادا الى متباينة شقارتز فان 
.|]«|| ااا ك إل« رنو)| > إ(« ند)ا 


نجد أعتمادا على متباينة المثلث بالنسية للاعداد أن 


اراح اند دا 2+ ساك دجما 
“ادا ادا اع 2+ ةماع 
.“اداع ا - 


وباخذ الجذر الترييمي للطرقان م هذ 68 . 
ان الشرط اللازم والكافي كي ترد اشارة التساوي هنا هو أن يكون 
»|2 رين 


من الواضح أن الطرف الايسر هو (م)8 2 » حيث يعني الرمز وه القسم 
الحقيقي ( والذي يشكل الحرفين الاولين من الكلمة الانجليزية إهمم ,» التى 


اد مم)| > ارجا اسك رومع * 6 


ك2 


ولا كان القسم الحقيقي من عدد عقدئ لا يمكن أن كبر قيمتته* المطلقة » فمن 
الضروري أن نجد مساواة تقتضي الارتباط الخطي اعتمادا على (1) » ولنفترض 
مثلا أن مدير أو ره > هاه سلبين أناع حقيقى وأنه أكير من الصفر أو إساوية ٠+‏ 
نحد من  )3(‏ حيث نضع اشارة التساوي أن دكا زر )ع2 ٠‏ سد أنه اذا 
كان القسم الحقيقي من عدد عقدي مساويا لقيمته المطلقة » فلايد أن يكون القسم 
التخيلي صفرا ٠‏ لذا فان 0( ,)ع8 > زر ,2 وفق 3) + كما أن 0م هه 
وهذا ناتج من أن 

8 .“ارلا ء > جر ,نن) > (ر ن:) 05 

أن متباينة شقارتز (1) بالغة الاهمية » وسنستعملها فى البراهين اللاحقة 
مرارا وتكرارا ٠‏ كذلك ؛ فثمة خاصة كثيرة الاستعمال » آلا وهى استمرار الجداء 
الداخلي الامر الذي نورده فى التمهيدية التالية : 


كساس؟ تمهيدية ( استمرار الجداء الداخلي ) 

اذا كان عد مسب ررد 3 بواج وبر في فضاء جداء داخلي 64 فان (ررى) حب زر ,رده 
السمرهصان : 
اذا طرحنا وجمعنا الحد (و,.:) » واستعملنا متباينة المثلث المتعلقة بالاعداذء 
واذا استخدمنا أخيرا متباينة شقارتز » فائنا نحجد أن 


0 5( ,)+ (لا برك) > (ملا جم)| > إ(ر ,)> (منز برئ)| 
إ(دا م - مت)ا+ إلا ءا )اع 
١ -+ 60‏ [إبر|| لم - ملاع لاير مرز| اساع 
وذلك لان موجسبر-ءر وكاق مودي عندما يدير ٠ق‏ 
وكتطبيق أول لهذه التمهيدية ؛ فسنثبت أنه يمكن اتام كل فضاء جداء 
داخلي ٠‏ ان هذا الاتمام هو فضاء هليرت ؛ وهو وحيد اذا استكثنينا 


سد كلا! يدم 


الإيزومورفيزمات ٠‏ وتعريف الايزومورفيزم في هذا السياق يتم على التحو 
التالى ( كما سبق واقترحنا أثناء المناقشة الواردة في البند كم ) : 


إن الايزو مور فيزم 7 لفضاء جداء داخلي عر على قضاء داخلي ير على الحقل 


نفسه هو مؤثر خطي متباين وغامر #ابجي خخخ :1 يحفظ الجداء الداخلي » بمعنى . ا 


أنه اذا كان »و ر أي عنصرين من ع فان 


(د) > (190 21 


حيث رمزنا للجداءين الداخليين على ير و عر بالرمز نفسه بقصد التبسيط ٠‏ عندئذ 
يقال عن ير انه ايزومورفي مع ير » كما يقال غن ير و يي انهما 
فضاء! جداء دآاخلي أيزو مورفيان ٠‏ لاحظ أن شروط التناين والغمر والخطية تضمن , 
كون 7 ايزومورفيزم فضضاء متجهي: ل + على 1 » بحيث أن 7 حفظطل 
البنية الكلية لفضاء الجداء الداخلي ٠‏ ان 7 هو أيضا تطبيق ابزومتري ( متساوي 
المسافة ) ل > على لان المسافات في 6و ك تتحدد بالنظيمين المعرفين 
بالحذاءين الداخلين علق عد و عر + 


لهذا » فان ميرهنة 0 لفضاء حداء داخلي يمكن أنْ ينص عليها على 
النحو التالي : 


1199 مبرهنة ( الاتمام ) 

يوجد لاي فضاء جداء داخلي ا فضاء لهلبرت )ع وايزومورفيزم 4 من © 
على فضاء حجزئي كثيف بز في /ع ٠‏ أن الفضاء ع وحيه اذا ما استثئينا 
الايزومورفيزمات ٠‏ ش 
البرهان : ش 

يوجد استنادا ألى المبرهنة 5 فضاء لباناخ 8 وتطبيق ايزومتري 4م 
من >ز على فضاء جزئي من #5 كثيف في 84 ٠‏ ولاسباب تعود الى الاستمرار » 
فان المجاميع والمضاعفات العددية وفق هذا التطبيق لعناصر في عد وب تتقابل 


مسد ء.م| ند 


فيما ببنها » بحيث أن م هو ايزومورفيزم ل ب على 1# باعتبار كل منهما فضاء 
منظما ٠‏ وتبين التمهيدية مس أنه يسكن تعريف جداء داخلي على 6م بأن نضع 


ا :)يهنا - (ل ) 


حيث أوردنا الرموز تفسها كما فى المبرهنة السبع ( وفي ١ل5ل»‏ )4 أي أن 
(د) و (,) ممثلان ل + في بع ول 8 في 86 أيضا على الترتيب ٠‏ فاذا أدخلنا 
في اعتبارنا (9) و (10) من البند س١‏ » فاننا نرى بأن 4 ايزومورفيزم ل كر 
على /8ا » وذلك باعتبارهما فضاءي جداء داخلى ٠‏ 

أن المبرهنة. ؟5_ب؟ تضمن كذلك كون يم وحيدا اذا ما استثنينا التطبيقات 
الايزومترية » بمعنى أنه اذا كان بهو يع إتمامين ل يز ؛ فانهمسا يرتبطان بتطبيق. 
ايزومتري خ مير :7 ٠‏ واذا أجرينا محاكمة ممائلة لما فملناه فى حالة ير » فاننا 
نستخلص أن 7 يجب أن يكون ايزومورفيزما لفضاء هلبرت )خ على فضاء 
هلبرت 8 8٠‏ 

عرف الفضاء الجزئي 7 من فضاء جداء داخلى ير بأنه فضاء جرئى متجهى 
من ع ( البند ك١‏ ) مزود بالمقصور على ميري للجداء الداخلي المعدرف 
على جاء 

وبصورة ممائلة » فان الفضاء الجزئي م من فضاء هلبرت يم يعرف بأانه 
فضاء جزئي من 4آ باعتباره فضاء جداء داخلي ٠‏ لاحظ بآنه ليس من الضروري 
أن يكون لا فضاء هلبرت ؛ ذلك أن 9 قد لا يكون تاما ٠‏ وفى الحقيقة » فاننا 
نستنئج من المبرهنتين اليا و 5وب؟ مباقسرة البغويين 00 و ب 
الواردتين فى المبرهنة التالية : 


؟-؟س؟ مبرهنة ( الفضاء الجزئي ) 
ليكن لا فضاء جزئيا من فضاء هليرت ]8 ٠‏ عندئذ تصح الدعاوى التائية +" 
١ )9‏ الشرط اللازم والكاني كي يكون 7< تأما هو أن يكون مغلقا في :2 . 


لما ب 


(ب) اذا كان 7 منتهي البعد 6 فاه تام 
رج) اذا كان 8 فصولا » فان لا يكسون كذلك . وبوجه اعم » فان كل 
مجموعة حزنية من فضاء جداء داخلي فصول فصولة ٠١‏ 


مسمسائل 


١‏ ما هي متباينة شقارتز في بم وفي دير ٠‏ قدم برهانا آخر لها في هاتين 

2 أورد أمثلة لفضاءات حزئية من 7 

ا يسيم ليكن ع فضاء جداء داخلي مؤلف من الحدودي 0د-ير ) راجع الملاحظة 
الواردة 5 فى المسألة ه من اليند ) ومن كل الحدوديات الحقيقية في 1 
التي وَرحَة كل منها لاتتجاوز 2 ؛ والمعرفة على [ؤبم]. » حيث الحجداء 
الداخلي هو ذاك المعرف بالمساواة من البند لماه أثيت أن عر تام 5 
ليكن نا ملفا من جميع العناصر ,ر من بر بحيث أن 0-(م)» ٠‏ هل يشكل 
لا فضاء جزئيا من بر ؟ وهل تثسكل كل العناصر م من بر التي درجة كل 
متها 2 فضاء حزننا من > ؟ 

4 عا بين أن الشرطين ددر وه معا يقتضيان أن ال 

5-2 أثبت ت آنه اذا كانت () متتالية فى فضاء حداء داخلى فان الشرطين 
اع حب م و د ب ددري معا يقتضيان التقارب اير ٠‏ 

أثبت صحة الدعوى الواردة في المسألة ه وذلك في حالة المستوي العقديه 


ا ب برهن أنه في فضاء جداء داخلى » فان الشرط اللازم والكافي كي كوذ 
اع هو أن اتسحقو تتحقق المساواة ده - يد|| > إإبريه + عدا أنا كان العدد ه8٠‏ ) انظر 


٠ ) ٠6 الشكل‎ 


]م1 د 


بوه + ب 


بره + عد بره ينه 
2 0 
د 3 
0 -- ين 0 
7 بوه - عع و 
ابره د عدا عو ابوه + عدا ابره ع مدا ابوه + بدا 


الشكل ٠ )١6(‏ أيضاح السالة/ا في المستوي الاقليدي نم 


م ل أثيت أنه في فضاء جداء داخلي » » يكون الشرط اللازم والكافي كي تكون 
دع هو أن تتحقق المتباينة |م|< إبره + .]| آنا كأن العدد » ٠‏ 

و ليكن 7 الفضاء المتجهي لجميع الدوال العقدية المستمرة على [ديه]-ر ٠‏ 
لنفترض أن دح ىعر حيث (0)«| عيب --|اعا 4 وأن (را|,/)- يكير حيث 


0 


00 إ زرو 1ك ك1 


أثيث أن التطبيق المطايق يي ل اخ على يك مستمر ٠‏ ) هذا التطبيق 
ليس هوميومورفيزما » نظرا لكون وا غير تام ) » 
٠١‏ ( المؤثر الصفري )0. ليكن مجر :7 مؤثرا خطيا محدودا على فضا 
جداء داخلى عقدي + ء فاذا كان 0-(د.ة) أيا كان م من بر » فأثبت أن 
1-0 5 
بين أن هذا غير صحيح في حالة فضاء جداء داخلي حقيقي ٠‏ إرشاد ٠‏ 
خة دورانا للستزى الافليدى » 


ب لأم| سم 


6م التممات العامدة والمجاميع المناشرة 
تعرف المسافة 8 بين عنصر بر في فضاء متري هر ومجموعة جزئية غير خالبة 
.4ه في بجر بأنما 


.() عو ]3 ) . (7 )24 كهذ دق 
كات و 
وانعدو هذه المساواة 4 فى فضاء منظم على الشكل التالى : 
20٠‏ عد إبة) الا ءا كتمذ دق )1( 
كن ؟. 


ويعظي الشكل 55 مثالا ايضاحيا بسيطا ٠‏ 
:اا- | دق 3 
وهذا يعني ببساطة وجود نقطة « من مدهي أقرب ما يكون الى نقطة معطاة »* , 
واذا وجدت. مثل هذه النقطة » فهل هي وحيدة ؟ وواضح أننا هنا في سياق 
مسألة وجود ووحدانية 5 وهذه المسألة بالعة الاهمسة من الوجهتين النظرية 
والتطبيقية » اذ أننا تقابلها متلا في سياق دراستنا لموضوع تقريب الدوال ٠‏ 
وبشير الشكل 7 الى أنه حتى في حالة جد بسيطة كحالة المستوي الاقليدي 
*8 » فقد لانحد نقطة م تحةق 2( » أو أنه توجد نقطة واحدة فقط نوء أو أنه 
يوجد أكثر من نقطة واحدة ل( ٠‏ وقد تتوقع بآذ الامر سيكون أعقد بدرجة كبيرة 
هذا .هو الواقع في الفضاءات المنظمة العامة ( كما سنرى فى المفصل السادس ) : 
في حين أن الوضع يبقى بسيطا نسبيا في فضاءات هلبرت ٠‏ ان هذه الحقيقة مثيرة 1 
للدهشة ؛ ولها ننائج متنوعة من الوجهتين.النظرية والتطبيقية » وهى تشكل احدى 
العامة ٠‏ ش ْ 


ال ال 


الشكل (55) ٠‏ ايضاح في حالة المستوي نم 


* 0 3 
/ ا ١‏ 
أ أن /رة | 1 

م ا ١‏ 


(يوجد عدد غير ملنثه 


تو حك حصدة 3 د 
النقاط 0م (توجد لز وحيدة) (لإغير موجودة) 


حيث «١‏ قطعه مستقيمة مفتوحة في 82 في الشكلين الايسر والاوسطف 
وقوس دائرة في الشكل الايمن 
ولحل مسألة الوجود والوحدانية فى فضاءات هلبرت » وصياغة المرهنة ب 
الرئيسية #_ج# ١‏ ( الواردة بعد قليل ) » فانه يلزمنا مفهومان لهما أهمية كبيرة » 
نوردهما فيما لي : ْ 
تعرف القطعة المستقيمة الواصلة بين عنصرين على بر أمن فضاء تجمي 6 
بأنها مجموعة كل العناصر ‏ من عر من الشكل ش 
.1 3ع 2,05ء ه) برز(ه -1)+ عع > م 
ويقال عن مجموعة جزئية بو من > انها محدبة اذا كانت القطعة المستقيمة الواصلة 
. بين أي نقطتين م و بر في بر محتواة في ,و ٠‏ ويعطي الشكل 88 مثالا بسيطا. على 
وعلى سبيل المثال » فان كل فضاء جزئي م من بر محدب » كما أن. تقاطم 


د هم! باد 


بعد هذا_يمكننا أن_نورد_الاداة الرئيسية في هذا الفضّل المتمثلة بالممرهنة 
التالمة: 


الشكل (18) ٠‏ مثال ايضاحي لقطعة مستقيمة قي مجموعة محدية 


؟-اس1 مبرهنة ( المتجه اللضفر ) . 


ليكن » فضاء جداء داخلي > ولتكن 1( مجموعة جزئية غسي خالية ومحدية 
ونامة ( بالنسبة للمترك اللحدد بالجداء الداخلي ) ٠‏ عندئذ يوجد لكل عنصر م من 
عر عنصر وحيد ر من )نر بحيث يكون 


:إادا- »| > اتا عر| ,مذ اق )3( 
تا 
المرهصان : 
45 الوحصود ه نحد استنادا الى تعريف الحد الادني أن ثمبة متتالية 
(«() في إمز بحيث أن 
:ألملا - || رق و 8 مس ,8 )4( 


. سنيين أن (رر) هي متتالية كوشضي ٠‏ فاذا وضعنا 6ل 2 دوز 4 لحصد أن 


- امد 


8 ع - لمر + ,)|| 2 > |2 - جربا ,|| > إأمرث + مهأ 


ب 186 سم 


و ا ب 


وذلك لكون 84 محدبة » الامر الذي يقنضى أن مدع زر + .ن)ة ٠‏ كذلك ؛ فلدينا 
مم2 > ملاح ٠ 3١‏ لذا فانه يترتب على مساواة متوازى الاضلاع أن 


]سس اع “امه )2 + لامرت + مه ||- د |إمرة - مض || > إإمر - وز| 
,تمق + ت,ة)2 + :(28) ع 
وبالتالي فان (4) تقتضي أن تكون (ير) متوالية كوشي ٠‏ ولا كانت 7# ثامة » 
فان (ررر) متقاربة » ولنفترض مثلا أن موعرجه .وبر ٠‏ وبما أن مدعو #4 فان 
8< |ر-ء| ٠‏ كذلك » فاننا نجد اعتمادا على (4) أن 


ةج بر - مبر|+ مة > |[بدب ملا ||+ لمرلا - زاك إاع- عدا 
وهذا بين أن 8-(ر-ءعا ء 
١ت‏ الوحدانية ٠‏ ستفر ض أن العنصر سن ا قث لاإ في ]1 تحققان 
المسساواتين 
5 - وبر - دا 3 8 - ار يرز 
ونبين من م أن كن للاحظط استنادا الى 'مساواة متوازي الاضلاع أن 
“ال -من) - رمد - بو)|| > ةوبر ترا 
"ال > مد + م + )|| - مامد > منول] 2+ ]ايد - بو 2 - 
.“أء - (موبر+ )|| 2-22ق2 + 2و2 - 
ويما أن المقدار (مبر+م)؛ الموجود في الطرف الادمن بنتمي الى )وه فان 
.8 2 | - (مبر+ م)ؤ| 
إترانب على هذا أن الطرف الايمن أصغر مسن المقدار 0 -282+282-482 أو 4 
بساويه ٠‏ لذا فاننا نجد المتباينة 0 مر .رم ٠‏ وبما أن لدينا دوما 20إور- رم ». 
كانه مجحب أن نقع على المساواة 0ع ]ور - نر || 04 التي تكافىء كون حوبا +8 


1 به 


2 انتقلنا من المجموعات المحدية الكيفية الى فضاءات جزئية » فائنا نجد 
ماك د نه تعمم الفكرة المألوفة في الهندسة الانتدائية ية_والتي اتنصن_على .أنه ببمكن 
ايد العلا ارجح بل قر لير 0 أقرب ما يكون الى 
نقطة ما. . * « باسقاط عمود من على با » ٠‏ 
؟-؟س؟ ‏ تمهيدية ( التعامد ) 
لنفترض في المبرهلة 117 أن 24 فضاء جزثئي تام ١‏ وأن « نقطة مثبنة في 
بده عندئف يكون بر -ر دج عموديا على 8 ٠‏ 
المرهسان : 
اذا لم يصح كون اج » لوجدت نه نقطة وبر من © بحيث أن 


0 6ق > زررر ,2) 50 
من الواضح أن 0غدرلز ء ذلك أنه اذا لم يتحقق هذا الامر لكان 0-(ررج) ٠‏ 
وفضلا عن ذلك » نرى أنه اذا كان » عددا ما ء» فأن 
(رنه ع مينره ح ع) > *|إربره - | 
[لدلا ب)ة 22 ,رز)]ه - (رر ,)8 - (2 ,ج) - 
.1( .«)ة -8]ه - 88 - ( ,ع) - 


ان المقدار المحصور بين القوسين 001.] يغدو صفرا اذا افترضنا أن 


يترتب على رم أن 6 در عاد || » وبالتالي فان معادلتنا تقتضي أن نكون 
2 61 ااا ام 
: 0 ]لا ع “إلدج» - مز 
ولما كان هذا أمرا غير ممكن لاننا نحد عندئذ أن 
ولح عر > لويم اع حيث لا مره + برد ير 


حت يخ د 


فان 8<إرره- :|| وفق تعريف 8ق ء لذا لا يمكن أن نتحقق (5) ؛ والتمهيدية 
صحيحة 8٠‏ 

ان هدفنا هو تمثيل لفضاء هلبرت على. شكل مجموع مباشر بسيط وملام 
لانه يفيد من التعامد ٠‏ ولاستيعاب هذا الوضع وفهم هذه المسألة » سنقدم أولا 
مفهوم المجموع المماشر ٠‏ ان هذا المفهوم ذو معنى فئ حالة أي فضاء متجهي 
ونورده على النحو التالي 3 


؟اب" ‏ تعريف ( المجموع المباشر ) 


يقال عن فضاء متجهي عر انه مجموع مباشر لفضاءين جزئيين ل؟ و ج من جر 
0 


6-652, 

اذا كان لكل عنصر بير من ع تمثيل وحيد بالشسكل 

للع 2 بلا عر ج + دعر 
وعندئذ يسمى 2 الكتهم الجبري. ل لافي ير » وبالعكس » كما يقال عن /8 و , 
انهما ندج متنسنام: من الفضاءات الحزئية من غ1 8٠‏ 

وعلى سبيل المثال » ان #-لآ فضاء جزئي من المستوي الاقليدي تج ٠ومن‏ 
الواضح أنه يوجد ل لآ عدد غير مئته من المتممات الجبرية في 82 ؛ كل منها 
هذا لدى اختيارنا جملة أحدائية ديكارتية ٠‏ كذلك , فاننا نجد الوضع نفسه من 
وجهة المبدأ في 7اء 

وبصورة مماثلة » فان اهتمامنا الرئيسي في حالة فضاء هليرت العام يع ينصب - 
على تمثيل 4 بمجموع مباشر لفضاء جزثي مغلق ؟ ومتممه المعامد 

,21 8ع معنلا 


بداكام!_سبد 


الذي بتألف من مجبوعة كل المتجهات العمودية على #6 ء وهذأ مدنا بالنتبيحة 
با ع باضتب 


-- الوتتسية- لهذا الند» والتسى تدمدى أعاتا عسرقئة الاسقاظ لاسبات ستفوم- 


يشرحها بعد اليرهان ٠‏ 


#ساس6 مبرهلة ( المجموع المباشر ) 

ليكن لا فضاء حزنيا مغلقا في فضاء هليرت 2 . عندئذ يكون 

2 702 11 )6 
البرهصان : 

لما كان يم ناما و م مغلما » فان لآ تام كما نبين الممرهنة الدكسلا ه ويماأ أن 
لا محدب » فانه يترتب على المبرهنة ب سب١‏ والتمهيدية مس ؟ أنه يوجد لكل 
+ في 24 عنصر بر من لا بحيث يكون 


خلا د ع2 2+ رع 7( 
ولاثيات الوحدانية » نمترض أن 


رج + ربع جع + برع بر 


حيث لإ و ور عنصران من لا وحيث .2 و .ج عنصران من 7 ٠‏ وعندئذ يكون 
هديج د يبر براه ويما أن ,وير عنصر من لا في حين أن م2-يج عنصر من 2 
الذي يساوي دلا ؛ فاننا نستنتيج أن 0ع نر ملاعربر-ير ؛ الامر الذي يقتضى 
أن يكون ,ردم ٠‏ لذا فان ,مده أيضاء 8 
الى العنص بر الوارد في 7( السقط العمودي ل على لا ٠‏ ( أو 
اختتصارا مسقط. ع على 7 ) ه وقد استوحينا هذه التسمية مسن الهندسة: 
الانتدائية + | وعلى سبيل اللمثال » يمكن أن نأخذ 8-82 ونسقط أئ نقطة 
)د على المحصور 3 » الذي لعب عندئد دور و » ونحد حينئك أن 
(0:) >« ]ء 


حفد 1 نه 


تحدد المعادلة (7) ات لتطبيق 


ما جه 2 بر 


و2 ع بر جار 


وإستسى التطبيق م هذا المسقط (العمودي) » أو مؤثر الاسقاط » ل 8 على لا ٠‏ 
( انظر الى الشكل 4؟ ) ء من الواضح أن م مؤثر خطي محدود » كما أنه نطبيق 


الشكل (19) ٠‏ أيضاح يتعلق بالمبرهنة #سلاس»6 والدستور ( 


ل ع على لاء 


ول ٠‏ على ا نفسة 6 
ول «باج على (0) ٠‏ 
وهو تطبيق مراوح » أي أن 
بصعت 


باط ع (برط)ع د برثمر 


1141 _ م 


11116.١1 ب‎ 3 10 


وبالتالي فان جم هو التطبيق المطاتق على حو ٠‏ وفى الحالة نو دج فاته 
تب على هذه المناقشة التمهيدية التالية : 


سم تمهيدية ( الفضاء الصغفري ) 


أن المتمم المعامد 7 لفضاء حزني مغلق لا في فضاء هلبرت :هو الففساء 
الصغري (م)بر للمسقط المعامف م ال 23 على لا ٠‏ 


ان المتمم المعامد..هو عادم خاص »© ونعنى بالصادم +ج لمجموعة غير خالية 07 
فى فضاء جداء داخلى 2 المجموعة 
1 .لقاع |كاء باع ذاة 
أنا كان 4 فى ٠:34‏ وهذا يفسر سيب اسم 2 العادم ©" ٠»‏ 
لانن ا نامو فقاء صفيى ذلك انه اذا كان ع ىب« متصري من عو : 
فاننا نستنتج أنه أبا كان ٠‏ من بموء وأيا كان العددان » و 8 فان | 
,0 > (ط ,)8 + (ن ,)يه > (0 ,لا8 + جه) 
وبالتالي فان زع ر8 + رع * 
ان المجموعة +8 مغلقة » الامر. الذي تنرك اثياته للقارىء ( المسألة م ) ٠‏ 
سترمز ل +(دهييقة) د طذدهر م هه وهكذا ٠‏ ونحد بوجه عام أن 
ددا ١‏ 28 
لان 
+(درل)ءع اح اإلزارعح «ج-- عر 
أما فى حالة المضاءات الحزنية المغلقة » فاننا نجد النتيجة الاقوى التالية 3 


ب 1985 يسم 


اساسا تمهيدية ( الفضاء الدزئي المفلق ) 
اذا كان لا فضاء جزئيا مفلقا في فضاء هليرت 8 » فان 
١ 7‏ )9( 
البرهان : 
ان مدمواع؟ وفق (*8)اء ستبين الآن أن للا دلا ء ليكن .ا عنصرا من 
لدلا ه عندئذ بيترتب على 4# أن جرع » » حياث لابو ء بعر وفق 
٠ 85‏ ولا كان خالا فضاء متحهيا وكان ع عنصر من حديا فرضا. » فاننا نحد 
أيضا أن دااع بو يراع » وبالتالي فان الاج ء وبما أن «دلاعع استنادا الى 
عم#» » قاننا نحجد مما سيق العلاقة 212 التي تقتضي أن إكون 20ج » أي 
أن يده » وهذا يعني أن 67 ه ولا كان العنصر *2 المنتمي الى عديو اختيارياء 
فان هذا بين أن 2< ف ١١‏ 
ان“ المساواة (8) هى السيب ال نمسي في استعمالنا المضاءات الجرئية 
المفلقة في هذا 0 -+2 » فانه يمكن كتابة الدستون. . 


() بالشكل 
.“262 ع قز 
يترتب على هذا أن ع ماد بحدد مؤثر الاسقاط ( انظر الى الشكل ٠؟‏ ) 
2ج 8 :وطم )9 


ل 8 على 2 ؛ وخواص هذا المؤثر شبيهة نماما بخواص الموثر م الذي درسناه 
سيق 

تقتضي المبرعنة م ملب مباشرة صفة مميزة لتلك المجموعات 34 في فضاء 
هليرت الي ى ,تكون 34 هدمة لها مجموعة كثيفة » الأمر الذي تحدده التمهيدية 
التالية : 


19-5 تمهيدية ( المجموعة الكثيفة ) 
اذا كانت 4د مجموعة جرئية غير خالية في فضاء هليرت 7 » فان الشرط اللازم 
والكاني كي تكون )لز «ومء مجموعة كثيفة في عع هو أن يكون إ0)- ديح ٠‏ 
ب ١979‏ ب المدخل الى التحليل الدالي مل"ا١‏ 


)0( ليكن عنصرا من لهو » ولنفترض أن 21 هدم - 17 كثيفة في هر ٠‏ 
عندئذ بكون بع اعم ٠‏ واستنادا الى الشق [(6 من الممرهنة ١ط-له54‏ #4 فانه 
توجد متتالية (.«) فى 7 بحيث أن «جت هيد . وبما أن +لاءع وأن لا ديوع 
فاننا نجد أن 0<( ) «نستنتج من هذا بناء على استمرار الجداء الداخلي 
(التمهيدية سام أن «مدى)دديء) ٠‏ لذا فان 20د رد ») : الامسر 
الذي يقنضي المساواة 0-ي ٠‏ وبما أن عر عنصر اختياري من “6ق » قاننا نحد 
أن (0) د كيقء. 

(ب). وبالعكس » لنفترض أن (0)- *يق ء فاذا كان لار ؛ فان 124+ ع 
أي أن يموع + ؛ وبالتالى فان 0-* ٠‏ لذا فان (140-ه؟ ٠‏ واذا لاحظنا أن ”7 
فضاء جزئي من 2 » فاننا نجد أن 7-4 استنادا الى #_ب4 حيث تفترض 
أن 7 مق 


مسسائل 


مت ليكن ]1 فضاء هليرت و 4ه مجموعة جزكية محدنة فى © »2 و (,) متتالية 
في ير بحيث أن هحب ادا » حيث اعائوز 4 ٠‏ بين بأن (.) متقاربة في 
٠ 2‏ أورد مثالا بوضح هذا في 7 أو فى تها هم 


؟ س برهن أن المجموعة الجرئية (1- .ع |(م)- بهد في الفضاء المقدي 8 
١‏ راجع جات ) نامة ومحدبة ٠‏ أوجد متجه النظيم الاصغري في )زا ٠‏ 
ف (تاني أن القساة اسمن بو صل الدد ال الحقيقية المسستمرة ة على 111ت] 
هو المجموع المباشر لمجموعة كل الدوال المستمرة الزوجية ومجدوعة كل 
الدوال المستمرة الفرذية على [3-] ٠‏ (ب) أورد أمثلة لتمثيلات ل.:8 على 
شكل مجموع مباشر «) لفضاء جزئي ولمتسمه المعاية 6 00 يت من 
الفضاءات الحزئية المتتامة ٠‏ 


بد 1145 يسم 


4 ب )١(‏ بين بأن تنيحة المبرهنة # سلب١‏ تظل سارية في حالة كون > فضاء 
ليزت ديو عضاء هركا بعلن فى ده( كته ركان استخدام متطابقة 
ابولونيوس ) الواردة ف المسآلة ه من البند 1١‏ ( ف أثيات الممرهنة 
سسمسسما؟ 

ه ل ليكن 2ه-هرء أوجد دهع فى كل من الحالات التالية : )0( () 86-2 ؛ حيث 
0و6 ى6) دع »2 (ب) (ودىره) ديو م حبتث إودى») جملة مستقلة خطبا 
في 0204 

5 ل أثبت أن (لع» ,0م ,ء(ه) - دا دب فضاء جزئي مغلق في م ؛ قم 
جد ملا . حدد بل اذا كان “ع4 .ىه هوموح لا حيث (ي8ة) عه ٠‏ 
7ل لتكن ه و مده مجموعتين جزئيتين غير خاليتين في فضاء جداء 

داخلى عر ٠‏ سن أن 


)0( ديرت فم م (ب) حم ح دور 2 جه 1م سا للدير 


ب بين بآن العادم “مد لمجموعة غير خالية بد في فضاء جداء داخلى عر هو 
فضاء جزمي مغلق في عر » 

و سد آثبت أن الشرط اللازم والكافي كي يكون فضاء جرئي با من فضاء هلبرت 
بع مغلقًا في بر هو أن يكون عيبي دياه 

١٠ل‏ اذا كانت و أي مجموعة جزئية غير خالية من فضاء هليرت # ؛ فبين بأن 
المجموعة سير هي أصغر فضاء جزئي مغاق في #6 ,يحوي 4 » أي أن سير 
محتواة في كل فضاء جزئي مغاق 1 من ب يحقق الشرط ودب اء 


؟4# المجموعات والمتتاليات المتعامدة المنظمة 


ان التعامد » كما سيق وعرفناه فى اليند لب ١‏ © يلعب دورا أساسيا في 
خضاءات الحداء الداخلى وفضاءات هليرت ه وقد لمسنا هذه الحقيقة أولا فى 


ل ث؟! دم 


+ وتهمنا بوجه خاص تلك المجموعات التي عتاصرها متعامدة مثنى‎ ٠ البند السابق‎ ٠ 
0" وكيا فى ما ييه هذا «اسنتميه الى الذائرة آفر! معرونا في النشاء الاتايدي بير‎ 
ففي الفضاء “8 » تكون مجموعة من هذا النوع المجموعة المؤلفة من ثلاثة متجهات‎ 
واحدبة وفق الاتجاهات الموجبة للمحاور فى ل احداثية متعامدة » ولنرمز‎ 
لهذه المتجهات ,» ,يه , د»ه تشكل هذه المتجهات قاعدة ل :8 » وبالتائي فدكل‎ 
عنصر ير من تج تمشيل وحيد من النمط‎ 


كك + يعي + مويه ح ا 


كما في الشكل “٠‏ ء ونرى الآن فائدة جلى للتعامد ٠‏ فاذا أعطينا ه فاته يمكننا 
أن نعين مباشرة. المعاملات المجهولة 01 و و- ووه بأخدك الجداءات الداخلية ٠‏ 
وفى الحقيقة » فاننا نجدرى بضرب تمثيل ‏ ب .م : أي أن 


وده > (1© رو6)وه + (1© ,)يه + 607 ررع)يه > (رع ,) 
وهكذا ٠‏ توجد في فضاءات الجداء الداخلي الاعم امكانات مماثلة أخرى 
لاستعمالالمجموعات والمتناليات المتعامدة والمتعامدة المنظمة ؛: الامر الذى 


ل 


الشكل (0) ٠‏ اللجموعة المتعامدة (© :© ف #1 والتمثيل ومو + يميه + رموه د بر 


116 د 


متوؤفحة بعد قليل « وفعلا فان استعمال مثل هذه المحموعات والمتتاليات ؤلف 
جزءا أساسيا من نظرية فضاءات الحداء الداخلى وفضاءات هليرت بأكملها ٠‏ 
وسنبتدىء دراستنا لهذا الامر بادراج المفاهيم الضرورية ٠‏ 


أسوسا ( المجموعات والمتتاليات المتعامدة النظمة ( 


المجموعة المتعامدة )ز في فضاء جداء داخلى عر هى مجموعة جزئية يهو مسن 
عا عناصرها متعامدة مثنى ٠‏ أما الجموعة المتعامدة المنظمة 34 فى > فهمى 
مجموعة متعامدة في ©ز نظيم كل من عناصرها يساوي 1 ؛ أي أنه اذا كان بر و لا 
أي عنصرين من 86 فان 
عور 16 10 
عد كز 02 زفق 
واذا كانت مجموعة كيد متعامدة أو متعامدة منظمة وكانت عدودة ( أي 
قابلة للعد ) » فيمكئنا أن نرتبها فى متتالية () ندعوها متتاليه متعامدة أو 
وبوجه أعم » فانه يقال عن مجموعة ذات أدلة » أي عن الجماعة زوه ,(ىه) : 
انها متعامدة إذا كان 136 أبا كان العنصران المختلفان »م ,8 من [ ٠‏ وتسمى 
هذه الجماعة متعامدة منظية اذا كانت متعامدة وكان نظيم كل مد يساوي 1 7 
وعندئذ نجد أنه أيا كان . دم من 1 فان 
,8 *ده كذ 0 
- »كا 1 -ممة - لوديا )2( 
ودرمز وءة هنا الى دلتاكرونيكر » كما سبق وذكرنا في البند سه ٠ 8٠‏ 
واذا احتاج القارىء الى المزيد من المعلومات حول ل الجماعات والمفاهيم 
المرتبطة بها » فعليه أن يرجع الى 13م من الملحق 1 الوارد في آخر هذا 
الكتاب ٠‏ وعندها سيلحظط أن المفاهيم الواردة و في التعريف السابق قريبة ة أحدها 


ب-8 159 يد 


0 


من الآخر + وسببٍ ذلك يعود الى أنه يكن أن نجد دائنا لكل مجموعة جزئية 
من جر جماعة من عناصر هر بحيث تكون مجموعة عناصر الجماعة هي بو ٠‏ 
وبوجه خاص » يمكن أخذ الجماعة المعرفة بالتطبيق المتباين الطبيعي ل 24 في > ء 
أي المقصور على 86 للتطبيق المطابق ,يرمع على جره 

سنبحث الآن في بعض الخواص البسيطة للمجموعات المتعامدة والمتعامدة 
المنظمة كما سنورد أمثلة عليها ٠‏ 

اذا كان ع و بر عنصرين متعامدين » فاننا نجد 0-(2,:) » الامتر الذي 
يعطي رأسا علاقة فيثاغورس 

.انر زاح “إاعدا| - “ابرح عد ٠‏ 3( 


2# اا اا 


الشكل (١1؟)‏ . علاقة فيثافورس رن في 2م 


ويبين الشكل #١‏ مثالا مألوفا ٠‏ وبشكل أعم » فاذا كانت (د,١.:.,»)‏ مجموعة 
متعامدة ؛ فان 

ا 0121000 04 
وفعلا » فان 0>-(ي« ,)اذا كان #عور ٠‏ لذا فان 


“ندا 2 > (د ون3) 0 >( ,2) 2 2 -(ه 2 وا 00 ُ 


0 ٠ 


2 


1 


ا اماد 


5-6-9 تمهيدية ( الاستقلال الخطي ) 
المجموعة المنعامدة المنظمة مستقلة خطنا ٠+‏ 

البرهمان : 0 
لتكن ل ,١٠٠.نه)‏ متعامدة منظمة » ولننظر في المعادلة 


.0 > ركبنه + + 1 41ييه 


فاذا ضربنا بالمتجه المثيبت » » نجد أن 
0ع- 0 - 6 و )ره رك و© ) مله 2 3 006 0 


6 يشت ا الحي الكل جنوعة متعامدة منظمة منتهية ٠.‏ ويقتضي هذا 
عي وذلك وفق تغرنف الاستقلال الخلى الذي ا في اليند ع١ 8٠١‏ 


امثلة 
؟-5-؟ الفضاء الاقليدي ذم 


ان المتجهات الواحدية الثلائة (1,0,0) و (0,1,0) و (0,9,1) باتحاه المحاور 
الثلاثة في جملة احداثية متعامدة في المضاء 123 تشكل مجموعة متعامدة منظمة ٠‏ 


( انظر الى الشكل .م) ء 
؟سكه؟ الفضاء 2 


ان (يم) » بغفرض أن (ررة) - يه ( حيث العنصر الذي ترتيبه « 0 
والعناصر الاخرى أصفار ) » » تشكل متتالية متعامدة منظمة في القضاء 
( راجع البند اله ) ٠‏ 


ب 199 مس 


2-4-5 الدوال المستمرة ٌ 
ليكن جر فضاء الجداء الداخلي المؤلف من كل الدوال المستمرة على 
22 ,0] م والمزودة بالحداء الداخلي المعرف بالمساواة 
به وارماه | جره 
( راجع #ب١ه) ٠‏ إن (©) م حيث 
0,1 هر 1 ومع 2 )ملا 
تضشكل متتالية متعامدة منظمة في جر ٠‏ كذلك » فان (.0) » حيث 
00 4 لو > (1)مره 
تشكل متتالية متعامدة منظمة أخرى فى ©زا ٠‏ 
وفى الحقيقة » فاننا نجد بعد المكاملة أن 


اذا كان سنا 0 

27# 
اذا كان ,1,2 > إرع يور )2 أل ار ووه او ووه ]| حلم سل )5( 
اذا كان 0 > ير > وور 27 


ونحد تتبحة مماثلة ل (مه) ٠‏ لذا فان (مه©) حيث 


1 605 قلطيو 530 بحب و)مه 


يتن >7 اما 2 


تشكل متتالية متعامدة منظمة ٠‏ ومن (من) نحد متتالية متعامدة منظمة(60) » حيث 


هله )مط 


,21,2 صن - 
0 لل 0 0 -4)ءة 


سدا..ة.؟ يم 


لاحظ أننا نجد هنا أن لما أيا كان مرو م ( أورد البرهان على هذا ) ٠‏ 
وترد هذه المتتاليات في متسلسلة فوريبه » الامر الذي سنناقشه في اليبند 
القادم ٠‏ وهذه الامثلة كافية لاعطاء انطباع أولي عن هذا ال موضوع + وسلورد 
متتاليات متعامدة منظمة أخرى ذات أهمية تطبيقية في البند با 8٠‏ 

ان المتتاليات المتعامدة المنظمة تمتاز على المتتاليات الكيفية المستقلة خطيا 
بالامر التالى : اذا علمنا بأن عنصرا مآ يمكن أن يمثل بتركيب خطى لبضعة 
عناصر من متتالية متعامدة منظية » فان صفة التعامد والنظامية تجعل من التعيين 
الفعلي للمعاملات عملية سيطة ٠‏ وفي الحقيقة » فاذا كانت (....يء ,رم) متتالية 
متعامد مدة منظمة في فضاء جداء داخلي عر ؛ وكان (,م,١٠٠٠ىنه)‏ مدموعع » حيث 7 

مثبث » فائنا نجد استنادا الى تعريف مومه ( البند ١‏ ) أن 


يه 00 2ع )06 
1 سدع 


واذا أخدنا الجداء الداخلى بضشرب طرفى هذه المساواة با متحه المثيت 6 » فاننا 


ريه ع جك 6 )عه 2 0 © عزئ0 7 (ن 5 0 
وبالتالي فان 6م تغدو بالشكل 
200070 02 _- 0( 
8 


وهذا ببين بأن تعيين المعاملات المجهولة في (6) أمر سهل + وشة ميزة أخرى 
"تصفة التعامد 'والنظامية تتلخص في أنه اذا أردنا أن نضيف في (0 و 


7) حدا آخر 1جم6 1اجمة بهدف دزاسة 


ت[يجم# ر * * ٠‏ ]50813 6 1م164 بره +ع ح 12 


5.1 نم 


فاننا نحتاج عندئذ لحساب معامل واحد اضافي فقط + ذلك أن. المعاملات الاخرى. 
تبقى على خالها + ١‏ 

وبوجه أعم » اذا كان عنصما ما من ير غير منتم بالفمرورة اللبى . 
(.© ,»)دوو ع يلا »6 فمن الممكن تعيين «من ,/8 بوضع 


ل كن ل در (82) 
1مي» 
حيث « عنصر مثبت » كما في السابق » ومن ثم تعيين ج بوضع 
ْ ,2 + ردير 0 (80) 


أي أن بر -برءج ه سلبين أن راج ه ولفهم حقيقة ما يجري » نلاحظ أن كل ر 
4< هو ث ركيب خطي 


م 
01002 2 15 
1ع 


حيث (»,)- يه » الامر الذي ينتج باتباع أسلوب المناقشة الذي سلكتاه قبل 
قليل ٠‏ وما ندعيه هو أنه لكل اخيتار خاص ل 8 ,61,000 ,له 6)- يه قاتتنا 
نجد_بر_بحيث يكون ول بر ردج م 


ولائبات هذا نلاحظ أولا أنه يترتب على التعامد والنظامية أن 


شاه 6 1 - علد بها (5 عليه با :1 ) - ثرا 9 
وبالافادة من٠هذا‏ ؛ يسكننا الان أن تثبت بآن م : 000 
06 ( ) - (ن 5) > زر ررح ع) > زر ,ج) 
ادا - (كضه ب :1 بد) - 


“له )2 0ت ,)لمت ,:) ,2-3 


.0 + 
م ].] سلما 


وبالتالي فان علاقة فيئاغورس (ق) تعطي بالمساواة 


.“لاع “|اسلاء “ادا 00-7 
ويترتب على (9) أن 
.“اله دما ز3 - 2إاع|| - سا - لساك ةزاجا (11) * 
ولا كان 2|20] » فاننا نجد لكل ...,1,2-» أن 


|| ك “اليه :)ا 0 125) 
ان الحدود المجموعة هنا غير سالبة »وبالتالي فان لامي في الطرف الاإسر تشكل 
متتالية رتببة متزايدة ٠‏ وهذه المتتالية متقارية نظرا لكو نها محدودة بالعدد 1 
*|>ل] ٠‏ ولما كانت هذه المتتالية هي متتالية المجاميع الجزئية من متسلسلة غير 
منتهية » فان هذه المتسلسلة متقاربة ٠‏ وبالتالي فان (12) تقتضي التالني : : 
65س مبرهنة ( متبايئة بسل ) 
اذا كانت (0) متنالية متعامدة منظمة في فضاء جداء داخلي ير » فاننا نجد 
أنه آيا كان , من > المتباينة التالية 
متبايئة بسل ام 42 
تدعى الجداءات الداخلية 6 في (12)- معاملات فورييه للمخصس ير 
بالنسية للمتتالية المتعامدة المنظمة (يه) ٠»‏ 
لاحظ أنه ا ا م م 
في عر بحب أن تكون منتهية نظرا لانها مستقلة خطبا استنادا الى ٠‏ لذا 
فاننا نجد في (12) عندئذ مجموعا منتهيا » 1 
0 أن لا المتعامدة دالطية 3 من النوع الذي 0 0 ' 


ا كك 


انشائي يسمى طريقة جرام - شميت في تحويل متتالية مستقلة خطيا (د) في 
فضاء.جداء داخائ: الى متتالية متعامدة...منظمة.٠.-وللمتتالية:‏ المتعامندة-- المنطسة--(ن) -- 
الحاصلة خاصة تتلخص فى أنه أيا كان « فان 


«(بر , * * * +31 848م5 > لي6 , ٠ * ١‏ ©) 55831 
وتنم الطريقة وفق الخطوات التالية : 
الخطوة الاولى . المتجه الاول من () هو 


1 


21 
الخطوة الثانيةه ٠‏ يمكن كتابة «* بالشكل 
.22 +44 7ع ,يع) > ود 


عندها يكون ( كما في الشكل ؟) المتجه 


اك 


520 


وم ون ووه - يا 3 و1 


معاد !أ لأينيهة أتن..:! و فيا يق * يع م ا دلا 4 كذلك فان © لجن نظرا 


لكو قن سيت د انير ساطائطا أل لأسيل 


و مشر ديه 
كان 


1- 
2 )0ه 603 و 
1 


نه 2 5 


6 
0 
د 


لي «“ 


4 )2 3 9 و زب 0 ك0 


الشكل 00 ٠‏ الخطوة الثانية في الشكل (؟+) , الخطوة ٠‏ في طريفة 
طريقة حرام ب شميت جرام ب شميت 


6 ع 


الخطوة الثالثة ٠‏ المتحه 
2262© ,3) -- 1761© روا) - وير حت ونع 
مختلف عن المتجه الصفري كما أن علوه وهيع#لوه ٠‏ تأخذ 


ل 
أده 


الخطوة « . المتجه ( انظر الشكل سم ) 


> و6 


احم 


:606 و30) ا > وله (13) 
مغاير للمتجه الصفري » وهو عمودي على بم ,..., ,_يم ٠‏ ونحد منه المتجه 
2-0 )014 

ان هذه هي الدساتير العامة لطريقة جرام ب شميت » الني صممها شميت 
عام /اؤاا م + وأيضا غرام عام *هم١‏ م ٠‏ لاحظ بأن الحد المطروح في الطرف 
:الايمن من (13) هو مسقط بد على 1_.ه,...,رم) مودة ٠‏ وبعيارة أخرى » 
فائنا في كل خطوة نطرح من .د « مركباته » في اتجاهات المنجمات التي سبق 
وحولناها الى متجهات متعامدة ونظامية ٠‏ وبذا نحصل على ٠,‏ » الذي نضربه بعد 
ذلك ب 1/٠.‏ فنحصل على متجه نظيمه 1 ٠‏ ان .ن لا يمكن أن يكون المتجه 
الصفري أيا كان »م ٠‏ وفعلا ؛.فاذا كان « أصغر دليل يكون من أجله 0-,ن » 
فان (3) تبين عندئذ أن ,د هو تركيب خطي ل ,ء ,....,-,» » وبالتالي تركيب 
خش ال و درا و لوهذ هافطن افتراهها وان و2 .4ج محيوعة مسقا 
خطيا ٠‏ 


8 


6 ؟ سه 


ادا 


ا 00 « قاعلة لزا.دىرة) 
متحهاتها متعامدة ومنظمة ٠ ٠‏ ( ستتطرق الى حألة البعد غير التنمي في البند 
اسبة)ء 


؟ لس كيف يمكن تأويل (*12) هندسيا في # » حيث 728 ؟ 

©« ل استخرج متباينة شقارتز الواردة في البند ملم انطلاقا من 2م ٠‏ 

؛ ‏ أورد مثالا على عنصر » في , بحيث نجد متباينة تامة في (2م) + 

ه ‏ اذا كانت () متتالية متعامدة منظمة في فضاء جداء داخلى + » وكان 
ع عنصرا في ير » فبين أن ر-ير » حيث ( معطى بالمساواة 


(ه )ديه مهل -, 


عمودي على المضاء الجزئي (يه ٠٠‏ ى©) ققمة 2 ملآ ٠‏ 

ذ ‏ ( خاصة القيمة الصغرى لمعاملات فوربيه ) . لتكن (,.,....,) مجموعة 
متعامدة منظمة في فضاء جداء داخلي ا » حيث « مثيت ٠‏ ليكن » أي 
عنصر مثبت في عر و .ورم + ..:+ره,م-ر ء عندئذ يكون إر-ءم تابعا ل 
م ..... يم ه بين بالحساب الباشر أن الشترط اللازم والكافي كي تكون 
اد عا . أصغريا هو أن يكون (6 .)د ,م حيث 0 ...1دز اه 

٠ /‏ - لتكن .ع" أي متتالية متعامدة منظمة في فضاء جداء داخلي إكاء بين 

أنه اذاكان + وا د أي عنصرين من بر فان 


-إ|<|ا ااعلاك إليه د)ليه دما ُْ 


ا ادل كوا نوع لتر » في فضاء جداء داخلي > « عدد كبير » 
٠‏ عن معاملات قورييه (.ه.ن) « الكبيرة » ٠‏ تفترض هنا أن () متتالية 


-ب-6.؟ سه 


متعامدة منظمة معطاة ٠‏ ودصورة أذق 14 بن أن العدد 0 للمقادير م6 
التى تحقق الشرط 1/5 < إليه ,د)| مجحب أن .بحتقق المتبانة “لالس كيم اه 


رسيت حول الحدود الثلائة الاولى مسن المتنالئة ده روع) الى متجهات 
متعامدة منظمة » بفرض أن /, - )بر على الفترة [1,1-]. » حيث 


5 1 
.24 )ا | دم 62 
1- 


عإا ليكن )رم 3 ؛دقايد 3 دلي * حول * 3 يعدم ود الى متجهات 
متعامدة منظمة بهذا الترئيب على [و.]. بالنسية الى الجداء الداخلى فى 


؟ب5 المنسلسلات المرتبطة بالمتتاليات والمجموعات 
المتعامدة المنظمة 
ثمة حقائق وتساؤلات ترد حول متباينة سل ٠‏ وفى هذا الفصل 6 ستحد 
أولا مبررا لتبئي مصطلح « معاملات فوريه » » ومن ثم ندرس المتسلسلات غير 
لنتمية المرتبطة بالتتاليات امتعامدة المنظمة » وأخيرا نلقي نظارة أولى عل 
المجموعات المتعامدة المنظمة غير العدودة ٠‏ 
؟-هب1 مثال ( متسلسلة قوريبه ) 
المت لتسلسلة المثلثاتية هى متسلسلة من النمط 
.)1 ملو ع1 605 +2 لأخمه 15 
1 
ويقا لعن دالة حقيقية معرفة على © انها دورية اذا وجد عدد موجبا م 
( يدعى دود + ) بحيث يكون ()-(م+0 أيا كان , من جه 
لتكن » دالة دورية دورهاج2 ومستمرة ٠‏ نعرف متسلسلة فورييه للدوال 


سس 9غ سم 


»«.بانها المتسلسلة المثلثاتية.. (*1) التي معاملاتها يه و ,5 محددة بنساتم اولر 


التالية : 
2 1 
44 0) | د-مه 
2 1 
1,2,008<غ )4 ا وم (4)< ]ديه 2( 
2# 1 
212 كا + عا صذة (1)< | للدية 


وتسمى هذه المعاملات. معاملات فورييه للدالة + ٠‏ 


اذا كانت متسلسلة فوريه للدالة + متقارية آنا كان م وكأن مجموعها 


.22 ستد يط + ]ا ؤ5م» ,ه) 1 +وه ع ()ع 1( 
يز 


وبما أن بر دورية ودورها ج2 » فاننا سكن أن نستعيض في () عن فترة 
المكاملة [0,2] بأي قترة أخرى طولها ج2 » وعلى سبيل المشال » بالفترة 
مو ٠‏ ش 

لقد بوزت متسلسلة فوربيه في أول الامر في سياق المسائل الفيزيائية التي 
'عالجها برنوبي ( الاوتار المهتزة ؛ عام ه17 م ) + وفورييه ( التوصيل الحراري » 
عام ؟86 ) ٠‏ وتساعد هذه المتسلسلات في تمثيل الظواهر الدورية المعقدة ' 
بدلالة دوال دورية بسيطة ( الجيب وجيب التمام ) » ولها تطبيقات فيزيائية متنوعة 
فيما يتعلق بلمعادلات التفاضلية ( الاهتزازات » التوصيل الحراري » مسائل 
الكمون » وغيرها ) ٠‏ 

نرى لدى النظر الى 2) أذتعبين معاملات فوريه يتطلب اجراء عمليات 
مكاملة ٠‏ وللاخذ بيد أولئكالقراء الذين لم يسبق لهم أن رأوأ متسلسلة فورييه 
من قبل » فائتنا نورد للايضّاح الدالة ( انظر الى الشسكل عسم) : 


7/2 >1 2 2ج از 1 ا 
- )ع 
2 >1 5ك 7/2 11 سس 
حيث نفترض أيضا أن 0)-(2+)+ اء نستنتج من (0) أن 0-يى حيث 
4-1 » وأنه اذا اخترنا [2,3/2/ج-] كفترة مناسبة للمكاملة » فاننا نحد 
بالمكاملة بالتحزئة أن 


1 3/2 1 2 1 
4 تذة © حج) | لمجهم له ؛ ] دين 
0 ل 17 
2+ 1 2/ 1 
1 11 05 امد [ وم #] عت د 
مآ 81 يرم 2 


3/2 1 53/2 
4 11 5م إ ل 
دآ 8# عب 


[ ومه 3 -م)] م 


2ع هأة جع 


الشكل (6؟] ٠‏ بيان الدالة الدورية + » التي دورها +2 » وامعطاة بالمساواة 
دمءد أذا كآن 2,٠2‏ -اء' » وبالساواة :-م-0)د اذا كان 
(3/2 ,2/س]ع ا 


لذا فان (1) تأخذ الشكل 
4 
[ جد مله جيه من منو) > ا 
:5 3 0 


ب4.؟ ‏ المدخل الى التحليل الدالي م؟١‏ 


00 للقارىء رسم بيان المجاميع الحزئية الثلائة الاولى ب يان الدالة” 
*«د في الشكل :و »م 

وبالعودة الى متسلسلات قوربيه العامة » فمن الممكن السؤال عن ملاءمة 
هذه المتسلسلات للمصطلحات التي أوردناها في البند السايق + من الواضح أن 
دوال الجيب وجيب التمام في (1)هي حدودالمتتاليتين () و (ين) في هسه 


أي أن 
ا هه > )يرن عا 5م > (غ)ين 
وبالتالي فمن الممكن كتابة (1) بالشكل 
1( )ظيط + (1) مايه ] 8 +()ملامه - (1)ء 5 


1 انتشرب (3) بعلصر مثبت إن » ومن ثم تكامل بالنسبة الى ؛: من 0 الى 2,7 ٠‏ 
:“أن هذا بعنى أننا نآخذ الحداء الداخلى ب به كماعرقتاه في ٠.849‏ سنفترض 
أنه يسمح بالمكاملة حدا حدا ( ويكفي لهذا أن يكون التقارب مننظما ) » وسئفية 
من تعامد زه ) و (يت) . ومن أن ين ل بن أبا كان و » ٠‏ عندئذ نجد أن 


[(يها وبرت )يوط ح+ زرغ .ميينا) ميت ] 2 + (بنا ,ول )م9 - (ينا ,6ز) 


( رقا ورلا ) ر© ع 


1-0 200 8 
ا 57 > "[إربن|| 4 
و***ولل ,1 2 11 0 


( راجع (5) من البند س؛ ) ٠‏ وبصورة مماثلة » فاذا ضرينا (8) ب إن" وتابغنا 
كما فى السابق » قاننا تتوصل الى أن 

رط - تإاره| رط > زه بن 
حيث ...,1,2-ز ٠‏ فاذا حللنا بالنسية الى به. و بط وأفدنا من المتاليتين 
المتعامدتين المنظمتين, © د (6) »© حيلث ب إامم|ا- م و بن“ |إبد||ا-بة 0 


بد 8١.‏ سد 


فائنا نجد التالى : 


ل 


4 , 
1 

“57 5) رص - (رن ,) وكرت رط 

7 


إن هذا يتطابق مع (2) » وهو ببين أنه لدينا في رى 


1 
)م6 (يه )> #)عنا(يه 2) م - (1)علاييه 


تلج مستورا ممائلا ل ()مميه ٠‏ وبالتالي فيمكننا كتابة متبلسلةٌ فوربيه رهم 


بالكل 


لعقلمة وداج هزه ب ] 2 +6060 ,) حير )5 


وهذا إبرر تبني مصطلح « معاملات فوربيه » الذي أوردناه في البند الساق ٠‏ 


وللاتتهاء من هذا المثال 6 خاننا نذكر بآنه .يمكن للقارىء أن تحد مقدمة 
لتسلسلات فوريبه في كل من الكتب التالية : 
عط :ارول بوويز بن 4 .كعارعد5 جوزريرو] ,(1959) .ا بلعاقهنومعهم 12 
كارع أطورط عينأج17؟ 801714677 4م مع برو +(1963) 7 .1 ,التطاعسسطع 
1:1[ ووروم ع1 كلكلا بوع1ة الله مد 
1/1 18 0[0 122111106 17 ,(1972) .18 رواعورعي1 
لإعلذكلا تارملا ببوهر 
0 ان مثالنا شلق بالتسلسلات غير امنتهية ويطرج السؤال عن.كيفية تعميم 
ما ورد فيه على متتاليات متعامدة منظمة أخرى » وعما يمكئنا قوله حول تقار 


اذا أ”عطينا أي متتالية متعامدة 


1 350 .مم ممه 


منظمة (©) في فضاء هلبرت 8 » فيمكن 


ا ا 


” 00 08 © 


عيك ,نا روه اعذاد اخعازية + وتناء هلق التورف الواره قن التتد بن + 
فان مثل هذه المتسلسلة تكون متقارية وبكونمجموعها واذا وجد ى من 27 بحيث 
تكون المتئالية ىا النتى حدودها المجاميع الحزئية 

مين ل ل © ره ع ررق 


متقارية من و. » أي اذا كان وج |إو- و| عندما « جمدم » 


؟-ه؟ مبرهنة ( التقارب ) 
لنكن () متتالية متعامدة منظمة في فضاء هلبرت ع ٠.‏ عندئذ نحد 
ما بلي 1 


(1) الشرط اللازم والكاف كي تكون المتسلسلة (6) 7 متقاربة ( بالنسبة للنظيم 
على 2 ) هو إن نتقارب التسلسلة التالية : 


لعا 7 
1عد كز 


(ب) اذا كانت (6) متقاربة » فان المعاملات +ه 2 هي معاملات فوريبه 
(» .د © حيث ترمز » الى مجموع (6) » لذا ففي هذه الحالة يمكن كتابة 
(6) بالشكل 


(م6 ,ذ) 0 0-6 ه )3( 


1ع«زر 


(ج) ايا كان + من 8 » فان المتسلسلة (6) © حيث (»«) ديه » 
تكون متقاربة ( بالنسية للنظيم الكعرف على 28 ) ٠‏ 


سا]ط[؟ به 


المرهان : 
6 لتعن 
تمه 000+ “ايها ع مه 2 فى يت له لط و© ريه كت يرق 
عندكذ إترتب على كون (») متعامدة منظمة أنه اذا كان :م أي عدد طبيعى 
يحقق الشرط #<م فان 
“إأركيره + 0 + م6 د صله || > “برك عد ]| 
به ع بين د 2|يه| + 0ل | بيريه| عد 
لذا فان الشرط اللازم والكافي كي تكون (,) _متتالية لكوشي .في 11 هو أن 
تكون (,6) متنالية لكوشي في 8ه ويما أن 8 نام » قاننا نستنتج صحة 
الدعوى الاولى فى الممرهنة و« 
ب( اذا أخذنا الحداء الداخلى ل +5 و © © وأفدنا من كون (0©) 
مدة منظمة » خاننا نجد أن 
به - دن .,و) عندما يكون ع....,1-ر »حيث + مثبت ويحقق المتباينة 57+ 
ولا كان جل-يى فرضا » وكان الجداء الداخلى مستمرا ( راججبع التمهيدية 
.ع ؟) فان 


.6 كن )رع  )*‏ جسس- ‏ (إ ,رو ) > ريه 


يمكننا هنا أن تآخذ + ( الذي يحقق الشرط 5# * ) كبيرا بقدرما نبغى لان 
ديم ٠»‏ لذا فانا نحد أن ( :,ا) ع ريه ' عندما” عر » 
© يترتب على متياينة بسل ة في المبرهنة بع أن المتسلسلة 
له :)| 2 
نا 


سند 17؟ ينم 


--إذاا كانت جماعة متعامدة منظمة 1ه في فضاء حداء دأحلي عير 


عدودة ( نظرا لكون مجموعة الادلة 1 غير عدودة ) » فانه لا يزال بامكاننا تشكيل 
معاملات قوريه (,ء»*«) لعنصر »د من كز » حيث 1ع» ٠‏ فاذا أفدنا سن 
(*12) الواردة في البند م#ب4 » فاننا نستنتج أنه أيا كان العدد المثبت .. . ,2 ,1 - ير 
فأن عدد معاملات فورسيه التي تحقق الشسرط 1 < له ,)| يحب أن يكون 
منتهيا ٠‏ وهذا ثبت صحة التمهيدية الشهيرة ة التالية : 35 


'؟سه؟ تمهيدية ( معاملات فورييه ) 
يمكن ان يكون لكل ع في فضاء جداء داخلي عر مجموعة عدودة على الاكسر 
من معاملات فورييه غير الصفرية (,» «) بالنسية لجماعة متعامدة منظمصة 
(يه) .آء »في عر ٠.‏ 


09 2 

كما يمكن ترتيب المتجهات :م المحققة للشرط 0( .) في متتالية ...بيه ررع) 

بحيث تأخذ (9) الشكل 8) ٠‏ ويترتب التقارب على المبرهنة سام» ٠‏ 

وسنبين أن المجموع لا يتعلق بالترتيب الذي نتبعه في ادراج تلك العناصر .» في 
البرهيان : 

لتكن (,,«) متتالية فاتجة عن تغيير ترتبب حدود المتتالية (يم) ٠‏ أن ينذا 

بعني تعريفا وجود تطبيق متباين وغامر () ريم ال-8 على فر نفسها » بحيث 

تكون الحدود المتقايلة في المتتاليتين متسأوية 04 أي بحبث يكون 000 

)را و( 2 مق )6 42 بيه 


5١8 -‏ مد 


وكذلك 


35 
لاير8 2 دير و6 مه 2 -21* 
السك 0 21م 4 


عندئذ نجد اعتمادا على الشق (ب) من المبرهنة #ثذه_م أن ' 


00 600 5 را 4 5 مق 60 021 5 )6 67 > بريه 
وما كان رمس - .© » فاننا نجد أن ْ 
(رسة ,22) > 6,7 ,1ع) > (يه رو -1ع1) 
0 > (رم را )> (يه ,) - 
كما نجد بصورة مماثلة أن 0ن بود -) اء يقتضي هذا أذر 


(-لمق يأ حت كمه رق وده > اود سيم سم 
ا 3 20 ا )م زد 
لذا فان 0-« رع » أي أن يددع ٠‏ ولا كان تغيير الترتيب لحدود المتتالية 
(,) الذي أوصانا الى المتتالية 05 كيفيا » فاننا تكون بذلك قد أكملنا 
البرعان 8٠‏ 


مسائل 
١‏ اذاكانت (م متقاربة ومجموعها » » فأثبت أن مجموع )6 هو 
“اد ٠‏ 
ا نيط من (0) فى ©0) تمثيلا لدالة ( دالة ل + ) دورها م اختيارى 
ستسلسلة فقوريه ١ ٠‏ 
كو لا فين بمثال أن ليس من الضروري بآن تكون لمتسلسلة متتقاربة 2 
25 3-55 المجموع عد » : 


مناهةط!؟ د 


4ب اللانت د متالية فى قضاء جداء داعلى ع بعك تكون التبطيلة 
٠+|ره|+‏ »1 متقاربة » قبين أن 0) متتالية كوشي » حيث 
اد اريك 8 1 

5 بين أن تقارب إإندا 5 في فخضاء هليرت ع يقتضي تقارب ار ان 

5-0 لتكن رع متتالية متعامدة منظمة. فى فضاء هليرت ٠‏ بين بأنه اذا كان 


فان 
زقإريه ١)‏ دنر 
1 


حيث المتسلسلات الاخيرة متقاربة بالاطلاق ٠‏ 
لتكن (») داجام مك وماد عار ٠‏ بن أنه اذا 
كان + أي عنص من بع » فان المتحه 


+606 03 2 و 
أعع 


يكون موجودا في ع » كما يكون ر-م عموديا على كل 

م - لتكن (ي) متتالية متعامدة منظمة فى فضاء هلبرت 8 » وليكن 
له)ددم :ديع ٠‏ بين آنه اذا كان 5ع فان الشرط اللازم والكافي كي 
كون +ع هو أن يكتون بالامكان تمثيل ٠‏ بالمتسلسلة 6) حيث 
المعاملات (0 :)يه ه 

سمس لتكن (ب) هف () متتتاليتين متعامدتين من منظمتين في فضاء هلبرت 8 ؛ 
وليكن (ه) موموت كز 3 (6)همومة- 84 ٠‏ بين بالافادة من المسألة بم أن 
الشرط اللازم والكافي كي يكون ,4:-, هو أن يكون 


لما ]ؤ[؟ ندم 


ل 0 ل ررق إن سقسه لآ حيو ه) 
2 احمد 


وآات قدم تفاصيل برهان التمهيدية ا ف 3 


؟دة المتتاليات والمجموعات المتعامدة المنظمة الكلية 


ان المجموعات المتعامدة المنظمة الهامة فعلا في فضاءات الجداء الداخلي 
وفضاءات هليرت هى تلك التى تحوي على عدد « كبير بقدر كاف » من العناصر : 
بحيث يمكن أن يكون من الممكن تمثيل أي عنصر في الفضاء أو تقريبه بدقة 
كافية باستعمال هذه المحموعات المتعاندة المنظمة ٠‏ ان الامسر سيط فى 
القعاء ات متفهية البفف ١‏ ال 'بحدها «) » اذ أن كل ما نحتاجه هو مجموعة 
متعامدة منظمة عدد عناصرها ٠»‏ والسؤال الذي بطرح نفسه في هذا الصدد 
تحور حول مانن قله "فى غالة النضاءات عن منتية اليك اهنا > وستوود 
فيما بلي بعض المناهيم المتعلقة بهذا الموضوع ٠‏ 


+1 تعريف ( المجموعة المتعامدة المنظمة الكلية ) 


جزئية ب من جر بحيث يكون 24 8م مجموعة كثيفة فى جز ( راجع امه ) ٠‏ 
كذلك » فان المجموعة ( أو المتتالية أو الجماعة ) المتعامدة المنظمة في فضاء جداء 
داخلى :ا والتى تكون كلية فى > تدعى مجموعة ( أو متتالية أو جماعة ) 
متعامدة منظمة كلية(0) في عر ٠‏ 8 


بده وتدعى أحيانا مجموعة متعامدة منظمة تامسة » بيد أننا سنقتصر على استعمال 
مصطلح « التمام » بالمعنى الوارد في التعريف 61 7 » وهذا أمر نستسيفه 
خشية استعمال كلمة واحدة لمفهومين مختلفين تماما . [ وفضلا عن ذلك . 
فان بعض الوٌّلفين بعئون « بتمام » مجموعة متعامدة منظمة 24 الخاصة التي 
عبرنا عنها بالاقتضاء 1) الوارد في المبرهنة 571 . الا أننا لن نتبنى 


هذا المصطلح كذلك ] . 


يب /9إ1؟] نم 


إنتضح من التعريف مباشرة أن الشرط اللازم. والتكافي كن تهون 18 6ه 
هو أن.يكون 


2 ك8 رومة 


وندعى الجماعة المتعامدة المنظمة فى >ر أحبانا قاعدة متعامدة منظمة ل هر . 
بيد أنه من الاهمية بمكان ملاحظة أن هذه ليست قاعدة بالمعنى الوارد في الجبر 
للمضاء ا باعتباره فضاء متحهيا » الا اذا كان ع منتهي البعد ٠‏ 


يوجد في كل فضاء لهلبرت (0 11 مجموعة متعامدة منظمة علية , 


م هن ى 


ان هذا أمر بين في حال كون 8 منتهى النعد ء أما اذا كان 34 غير متتهى 
البعد وفصولا ( راجم ١ه‏ ) » فان هذا بيترتب على طريقة جرام # شميت 
بالاستقراء ( العادي ) * واذا كان يم غير فصول » فمن الممكن انراد برهان انطلاقا 
من تمهيدية زورن »الامر الذي ستفعله في البند؛_١‏ حيث نقدم ونشرح التمهيدية 
لغرض آخر ٠‏ 

لكل المجموعات المتعامدة المنظمة في فضاء معطى لهلبرت (0)ميم عدد 


“كاردينائي (أصلي» وآحه . دسمى هذا العدد بعد هلبرت أو البعد العمودي المنظسم : 


ل هزه ( وفي حالة كون (2-140 » فاننا نعرف هذا اليعد بأنه مساو للصفر ) ٠‏ 

أن هذه الدعوى واضحة في حال كون + منتهى البعد ؛ ذلك أن بعد هلبرت 
عندئذ هوا البعد بالمعنى الجبري ٠‏ أما فى حالة فضاء وز فصول وغيّر منتهى لبعد ؛ 
فان هذه الدعوى تنتج رأسا من المررهتة #ساسة + وفي حالة فضاء عام يراع 
يتطلب البرهان أدوات أكثر تقدما من نظرية المخموعات * راجع الصفحة 4»؟ من 
الكتاب التالى : 

+1115 هر أعهأقطق 0ه [169 ,(1969) ووطموئو ل 0 

3 7 كر 1م مم5 تنتاوع8 . 
تبين الممرهنة التالية أن المجموعة المتعامدة المنظية لا يمكن أن نظل متعائدة 
منظمة ياضافة عناصر جديذة اليها ٠‏ “ : الى 


لك 


؟ساب؟ مبرهنة ( الكلية ) 
اذا كانت 84 مجموعة جزئية من فضاء جداء داخلي ير فاننا نجد ما يلى : 


بحيث يكون + عموديا على كل عنصر من بو » وباختصار فان 


.1-20 حت اكد )00 
(ب) اذا كان ير تاما ؛ فان الشرط هو أيضا كاف كي تكون 6< كلية في جر ٠‏ 


البرهان : 

)ع( ليتكن ير اتمام عر ( راجمع #_ عم ) > عندكذ تكون ير ء باعتياره 
فضاء جزئيا من 4خ » كثيفا في :8 ٠‏ ان 34 مجموعة كلية فى هر فرضا » لذا فان 
آل مسوم كثيفة في + » وبالتالي فهي كثيفة في 28 ٠‏ وعندئذ تقتضى التمهيدية 


مدعت أن المت المعامد ل بن في 5 هو (0) ٠‏ ومن باب أولى » فانه اذا كان 
+ عنصرا من ير وكان 34 ل »ع » فان 0دي 5. 

(ب) اذا كان 6[ فضاء هلبرت وكانت 34 محققة لذاك الشرط » الامر الذي 
رتب عليه أن (00- 34 :»فان التمهيدية ٠»‏ تقتضي أن تكون 16 كليةفي عر ٠و‏ 

ان تمام ا في (ب) شرط ضروري ٠‏ فاذا لم يكن ع« تاما فقد لا توحد 
أنه مجموعة متعامدة منظمة م في جز محيث ككوان هذ كلية في يراه وقد أورد 
دتكسمييه #متسدتط .3 عام و م مثالا على :ذلك :ء راجع كذلك الصفحة 
١٠68 ..‏ من كتاب بورباكي لعام و١‏ ( الوارد في قائمة المراجع ) ٠‏ 

ثمة معيار هام آخر للكلية نجده انطلاقا من متباينة بسل ( راج هه ). 
لهذا نآخذ أي مجموعة متعامدة منظمة ير في فضاء هلبرت 8 ٠‏ من المعلوم 
استنادا الى التمهيدية مع _”م أنه يوجد لكل عنصر بر مثبت فى ,ع جملة عدودة 
على الاكثر من معاملات فورييه غير الصفرية » لذا فمن الممكن ترتيب هذه 
المعاملات في متنالية ولتتكن ... ,زه ب) ,زم ب) ء ان متباينة بسل هي ( له ) 


-8؟]؟ ب 


( متباينة بسل ) كه ا 2) 


٠ 
واذا أخذنا‎ ٠ حيث الطرف الاسر بمثل متسلسلة فير منتهية أو مجموعا منتهيا‎ 
اشارة التساوي » فانها تغدو بالشكر‎ 
(3) زعلاقة بارسقال ) “اند - “اله )ا ب‎ 


ونحد عندئذ معيارا آخر للكلية هو : 


+ مبرهنة ( الكلية ) 


الشرط اللازم والكاف كي تكون مجموعة متعامدة منظمة عن في فضاء هلبرت 
1غ كليةفي اع هو أن تتحقق علاقة بارسقال (3) أيا كان , من 7]( يتم الجمع 
:*وفق جميع معاملات فورييه غير الصفرية ل + بالنسية الى 3/4 ) ٠‏ 
السرهصان : 

() اذا لم تكن مرو كلية » فانه يترتب على المبرهئة «#لب؟ وجود عنصر 
غير صدري بر في إع بحيث نكون ث/ة ل عد » وبما أن عق ر ع » فاننا نجد فى )3 
أن دري ب) أيا كان » » وبالتالي فان الطرف الايسر'من (3) يساوي الصفر ؛ 

(ب) وبالعكس » لنفترض أن 4و كلية في 87 ء لنأخذ أي عنصر ير من هر 
ومعاملات فوربيه عير الصفرية لهذا العنصر ( راجع هط ) التي نرتبها وفسق 
متتالية »2,٠٠١‏ *) ,(ه .«) © أو نكتبها بتر تيب معين اذا كان عددها منتهيا ٠‏ 
لنعرف الآن ير بالمساواة 


3م ُ 8 )4 
مع ملاحظة أنه في حالة كون الطرف الايمن متسلسلة غير منتهية » فان تقاربها ينتح 


بد .8؟؟ سدم 


من المبرهنة عه ؟ ٠‏ لنبين أن 124 -» ٠‏ نرى انه اذا أفدنا من كون 6 
متتتالية متعامدة منظمة » فانه يقايل كل 0 فى (4) ما يلي : 


.0 > رن ,2 )- (ره ,) - (ره )0 ,) ز8 - زرك بد > زر لإ عز) 
ع1 
ونجد لكل عنصر ى من ع« غير محتوى في م المساواة ه-(ن ) » وبالتالي 
فان ٌْ 


.0-0-0 > (ن بيه)(ءه :)بل -(ن بد >( بلح بد 
لذا فان 34 1 -عدء أي أن نيح ع بعر وبما أن 34 كلية فى 27 » فاننا.نحد استنادا 
الى س_سص_بأن (0) - نيو ٠‏ نستخلص مما تقدم أن دود 6 أي أن لإرعراء 
واعتمادا على (4) وعلى خاصة كون متعامدة منظمة ؛ فاننا نستنتج (3) من 


ل )0 ب 0 -(ول.ه 4 0 606 0 > “ندا 
: 1 ؟ 
وبذا كتمل اليرهان و 


لننتقل الى فضاءات هلبرت الفصولة ٠‏ يوجد لكل من هذه الفضاءات وفق 
التعريرف مله مجموعة حزلية عدودة وكثيفة فى الفضاء ٠‏ ان فضاءات هليرت 
الفصولة أبسط من الفضاءات غير الفصولة » ذلك أنها لا يمكن أن تحنوي 
مجموعات متعامدة منظمة غير عدودة » كما بين المبرهنة التالية : 


+45 مبرهنة ( فضاءات هليرت الفصولة ) 
ليكن 7+ فضاء هلبرت ٠‏ عتدئذ نجد أنه 
اذا كان 7 فصولا » فان كل مجموعة متعامدة منظمة في 51 عدودة ٠‏ 
ب اذا حوى بع متتالية متعامدة منظمة وكلية في ع فان 5 فصول ٠‏ 


بد (]؟ لدم 


البرهان : 

9 يكن ]8 فصولا » و 8 أي مجموعة كثيفة في جر كوك جد 
متعامدة منظمة + عندئذ 5 او جمدو ( في 1 
مساوية 2 ذلك أن 

>2١‏ 7ن رنز) + 2ع ,نا) خ زر - بد ,لل - ندم > 2|إبر- عدأ 


لذا فالجوا ران الكرويان ,ند ل ,»و رد ل ( اللذان نصف قطر كل منهما 0/5/3 - 
منفصلان ٠‏ ولما كانت بر كثيفة في.إم » فيوجد عنصسر وعم في إل وعتصسر 
8م في ,لا بحيث م ع6 نظرا لكون 6- ,لدمء ٠‏ وبالتالي » فاذا كانت 

6 غير عدودة » فاننا نحد جملة غير عدودة من الجوا رات الكروية المنفصلة مثنى 
عدت تان كوي من مزاجل عند عراوك )ا سار و 2 
وبما أن م م ي أي مجموعة كثيفة » فان هذا يعني أن 8 لن _بحوي مجموعة كثيفة 
غير عدودة ‏ وهذا بناقض كون 8 فصولا ٠‏ يترتب على هذا أنه لاابد أن 


تكون عدودةء٠‏ 

(ب) لتكن نم متتالية متعامدة منظمة كليه في جه » ولتكن يم مجموعة 
كل التراكيب الخطية * 

م ع نباي .ل جرع لتايه 


حيث «إم +00م داتإو 4 بفرض ثاى و “إن أعدادا عادية .و 0 :اح :اذا كان 
4 حقيقيا ٠‏ من الواذ ضح أن 4عدودةء سنثبت أن 4 كثيفة في )8 وذلك أن 
نبين أنه يوجد لكل + من : ولكل عدد موجب ء عنصر”ن في هر يحقق المتباينة 
> ان - عا 5 
بما أن المتتالية وه ا سد ريا بحيث 
تحوي المحموعة (© ١.‏ 4:.0! هوم - يل نقطة بعدها عن د أصغر من 2ع . 
وبوجه خاص »٠‏ فاذا كان ار هو المسقط العمودي ل على ل والذي يعطلى 
بالمساواة ( راجع () من البند #» ) 
03 لادان 
- 
مس ]؟] نسم 


فان 8/2>إبر-ء|ا ٠‏ لذافانا نحد أن 


ل 
,)30 سعر 
1 دع 


8 
ع 
2 


وبما أن مجموعة الاعداد العادية كثيفة على ج ؛ فانه بوجد كل (ية,) عدد 
«إر ( قسماه الحقيقي والتخيلي عاديان ) بحيث يكون 


1ن - ليه جنا يلي 


6 
ا 
2 


لذا فان العنصر ٠‏ من 4 المحدد بالمساواة 
6 ره 0م ع0 
1جدعر 


ل ماك دعل 


اع رق - معدية ,) زا لهي ,) (3 -ع|اك 


كم 
6 22 


وهذا يثبت أن ى كثيفة في 25 ٠‏ وبما أن هم عدودة ؛ فان يعو فصول ٠‏ 8 
٠‏ لاستعمال فضاءات هلبرت في البحوث التطبيقية » علينا أن نعرف المجموعة 
أو المجموعات المتعامدة المنظمة الكلية الواجب اختيارها في وضع محدد » وأن 
نعرف كيفية تقصي خواص عناصر مثل هذه المجموعات ٠‏ وفى حالة فضاءات 
دوال معينة » فان هذه المسألة ستجري دراستها فى البند اللاحق الذى بحوى دوال 
خاصة ذات أهمية تطبيقية سبق وأن درست بتفصيل كبير ٠‏ وقبل الاتتهاء من هذا 
البند » سنبين أن لدراستنا الحالية نتائج أبعد ذات أهمية كبيرة»ويمكن صياغتها 
بدلالة ابزمومورفيّزمات فضاءات هلبرت ٠‏ لهذا ستعيد الى الذاكرة أولا التعريف 
التالي الذي ورد فى البند كل ؟ : 1 


ب 9؟]؟ يم 


الابزومورفيزم لعضاء هلبرت بو على فضاء هليرت 16 > #-عوسسث الفضاءان 
معرفان على. حقل واحد » هو مؤثر خطي متباين وغامر يسيب ,م يحقق 
الفجارية 


(5) 215 190 - )2, ١. 


أنا كان + .و بر من جره بدعى يع و 8 عندمد .فضاءين أيزومورفيين ٠.‏ وبما أن 7 
خطي » فانه يحفظ بنية الفضاء المتجهي » وتبين المساواة 5( أن + تطبيق” 
ايزومتري * ٠‏ يترتب على هذا وعلى كون 7 متياينا وغامرا أنه لا يمكن التمييسز 
بين بجوو جر من وجهتي النظر الحبرية والمترية » إذ أنهما في الحقيقة فضاء واحدء 
اللهم باستثناء طبيعة عناصرهما » وهذا يسمح لنا بالنظر الى 8 على أنه في جوهره 
8 الذي نضع اشارة فوق كل من متجهاته ٠‏ أو أنه يمكننا أن نعمد هق » 2 
الفضاءات الاقليدية التى بعدها # ٠‏ 

ان أكثر الحقائق اثارة فى هذه المناقشة تكمن فى أنه يوجد لكل بعد لهلبرت 
( زاجم بداية هذا اليند ). فضاء .مجرد واحد على الضيط لهليرت وحقيقى»وفضاء 
مجرد واحد على الضبط لهلبرت وعقدي ٠‏ وبعبارة أخرى » فانه يمكن التمييز بين 
ل اليم كا ل ا ار 
؟سلاده مبرهئة ( الايزومورفيزم وبعد هلبرت ) 

الشرط اللازم والكافي كي يكون فضاءا هلبسرت ]عو 27 الحقيقيان معا أو 
العقديان مغا ايزومورفيين 6 هو أن يكون بعد هليرت ل 8 مساويا بعد هليرت ل ير .ء 
البرهان : 

غ0( اذا كان يع ايزومورفيا با مع 8 وكان 8 جمد عع :1 ايزومورفيزما » 


فان )5( تبين أن للعناصر المتعامدة المنظمة فى #خ صورا متعامدة ومنظمة وفق 


]5 لم 


7+ وبما أن 1 متياين وغامر » فاننا نستنتج أن صورة كل مجموعة متعامدة 
منظمة كلية فى هر وفق 7 هي مجموعة متعامدة منظمة كلية فى 8 ٠‏ لذا فان 
بعد هليرت للفضاء هع يساوي بعد هليرت للفضاء 8 ٠‏ 0 

(ب) وبالعكس » لنفترض أن بعد هلبرت للفضاء يهم يساوي بعد هلبرت 
للفضاء 8 ٠‏ ان الحالة التي يكون فيها (8-40 د (0)-ق تافهة . لذلك 
ستفترض أن 800 ٠‏ عندئذ يكون (0) 122 » كما يكون لاي ممجموعتين 
متعامدتين منظمتين كليتين يما فى 2 و 7 في 8 عدد كاردينالى واحد ٠ه‏ لذا 
فمن الممكن تذييل هاتين المجموعتين باستعمال مجموعة أدلة واحسدة 00 ع 
وبالتالي فاننا تكتب ويم) -6د و 20)-22 ء 

لاثبات أن 8 و 8 ايزومورفيان » سننشىء ايزومورفيزما ل ب على هراء 
فاذا كان يرع » تحد أن 


© 3 2 در )6( 


حيث الطرف الادمن مجموع منته أو متسلسلة غير منتهية ( ممم ) ع وحيث 
> ةليه ,)| 2 استنادا الى مشائة ٠‏ فاذا عرننا 
> 6)| ب لاذه سل عر 


ع6( 0 ) 1 دج 0 


فاننا نستنتج التقارب وفق #ه-؟ ». وبالتالي فان 15> » ان المؤثر 2 خطي 
نظرا لكون الجداء الداخلى خطيا بالنسبة للعام ل الاول ٠‏ كذلك » فان 7 
ابزومتري » ذلك أنه اذا استعملنا أولا (7) ومن ثم 6) فاننا نجد التالي : 


“سلا اللمه صا ب - :7] - نزترا 


نترتب على هذا وعلى (9) و (10) في البند س١‏ أن 7 تحفظ الحصداء 
الداخلى »ء وفضلا عن ذلك فان الايزومترية تقتضى التباين » ذلك أنه اذ! كان 
22-2 فان 1 


ه58 ب المدخل الى التحليل الدالي هه١‏ 


اا لات 
انا لفان دعر و2 0 وفق لك'ء١١ ٠‏ 


سنبين أخيرا أن 7 غامر ٠‏ اذا كان 
وقينه /( دع 
0 
عنصرا فى ير » فانه يترتب على متباينة بسل أن > 2إي»ه| 2م ٠‏ وبالتالي فان 
0 
3 


مجموع منته أو متسلسلة تنقارب من عنصر »م من 7ج وفق له ؟ » كما يكون 
(يه :)ع يبه استنادا الى الممرهنة نفسهاء ٠‏ لذا فاننا نحد أن «2-7 وفق (7) ٠‏ 


مسائل 


اذا كانكت م قاعدة متعامدة منظمة في فضاء جداء داخلي © ». فهل يمكن 
نشل كل + من « على شكل تركيب خطي مسن عناصم في م ؟ ( تالف 
+« ب أثبت أنه اذا كان البعد العمودي لفضاء هلبرت منتهيا » فانه يساوي بعد 8 
باعتباره فضاء متجهيا » وبالعكس » فاذا كان الفضاء © منتهيا فبين أن 
م # ما هي المبرهنة من الهندسة الابتدائية التي نستنتج منها (3) في حالة 
فضاء اقلتدي بعده « ؟ ش 
علاقة بارسفال ) : : 
(ءث )لمت 0) رق >7( 6) 
|[ ة؟؟ بم 


ه ل بين أن الشرط اللازم والكافي كي تكون الجماعة المتعامدة المنظمة 
1ع» ,(»ه) فى فضاء هليرت بع كلية هو أن تتحقق العلاقة الواردة فى 
المسألة ؛ أيا كان يم وى في ع ٠‏ 

س ليكن فضاء هلبرت 8 فصولا و )« مجموعة جزئية كثيفة وعدودة فى ٠4‏ 
أثبت أن 8 تحوي متتالية متعامدة منظمة كلية سكن الحصول عليها مسن 
بطريقة جرام - شميت + ش 

س بين أنه أذا كان فضاء هلبرت # فصولا : فمن الممكن اثبات وجود مجموعة 
متعامدة منظمة كلية في # دون اللجوء الى تمهيد زورن ٠‏ 

+ ل اذا كانت م أي متتالية متعامدة منظمة فى فضاء هلبرت 8# الفصول » 
فأثيت وجود متتالية متعامدة منظمة كلية مم تحوي 352 

8 لتكن مجموعة كلية في فضاء جداء داخلي 26 ٠‏ فاذا كان ( ,عن - رد رن) بأ 
كان + من 84» فاثيت أن بودن » 

٠١‏ لتكن 6« مجموعة جزئية من فضاء هلبرت :م » وليكن يزءم,ن + لنفترض 
أن المساواة ( ,نن) > زد رن) الصحبحة أنا كان ير من 36 تقتضى المساواة لانو 
نين" أنه اذا تحقق هذا أيا كان سربى من #رفان بو كلية في ير ٠‏ 


؟-لا حدوديات لاكير وهرميت ولوجاندر 


لنظرية فضاءات هلبرت تطبيقات في مو اضيع مختلفة ومتطورة في التحليل 
الرياضى وسئناقش في البند الحالى بعض المتتاليات المتعامدة الكلية وبعض 
العايات: العايية المظلمية اعرد » والتي كثيرا ما يرد استعمالها في سياق 
بعض المسائل العملية ( في ميكانيكا الكم مثلا » كما سنرى في الفصل ٠ ) 1١١‏ 
وقد درست خواص هذه المتتاليات بتفصيل كبير » ويمثل الكتاب التالى مرجعما 
جيدا في هذا الموضوع :/ 1 


-9#3؟؟ ند 


: -1953) النضت 1" 93 ."1 0ه معو سناع طععط0 .5 ,كتمع 142 0082 مك أبوا 806 
عام ه51 .كاه 3 .كننوالع ميا ١‏ أمن عع سمه 2 «(55 


هذا البند الشار 1 الألو كك نت عتانا 


؟سلاس1 حدوديات لوجاندر 


أن فضاء الحداء الداخلي عا الؤلف من كل الدوال الحقيقية المسستمرة على 
[11-] حسيث الحداء الداخلى .يعرف بالمساواة 


1 
6 2 ! 2) 24 


يمكن اتمامه طبيقا للمبرهنة # ب ٠‏ عندئذ نجد فضاء هليرت الذى ترمو له د 
٠. 12]-31‏ رأجع أيضا المثال الدأسة ٠ه‏ 

أن هدفنا هو الحصول على متتالية متعامدة منظمة كلية في 1 ]1 
مؤلفة من دوال يسهل التعامل معها ه وتمثل الحدوديات دوال هذا النمط ٠‏ 
0 القوة ى, سطلك 

]ع 000 )رد ,1 ممع )1( 

اذهذه المتتالية مستقلة خطيا ( أورد البرهان ! ) * وبتطبيق طريقة جرام ‏ شميت 
( افند 4 4 ) » نجد متتاليةٌ متعامدة منظمة (.) ٠‏ كل يه هو حدودي » ذلك 
أننا نستعمل تركيبا خطيا للدوال ه ٠‏ ودرجة سابةاهان « كجاسره 
أث: (ب) كلية في [1,1-] 1.3 : 1 ٠‏ 
البرهسان : 

9 المجموعة )4 - بلا كثيفة في ]2 اعتمادا على المبرهنة 
علس ٠‏ لذا فانه يقابل كل عنصر مثبت + من [1,1-]2 وكل عدة موجب 
© دالة مستمرة ر معرفة على [1,1-] بحيث آن- 


> اذ-مزا 
ياخح)؟ دا 


وبقابل ر هذه حدودي ‏ بحيث تتحقق المتباينة 
يد > إ0)ء - هارا 
أبا كان ؛ عن [1,1-] * أن هذا قائج من مبرهنة قير شتراس في التقريب الني 
سنثيتها في البند 1١4‏ ». ويترتب على هذا أن 
1 

كع كد دوعيو دوا | -ثله-را 

4 5 ش 3 
وبالتالي فاننا نجد اعتمادا على متباينة المثلث أن 

.5 > لاع - داع إإد- عدز|كاء - | 


ودين تعصريف طريقة جسرام ب شميت أن (1) يقتضي وجود عنصر 
(مه 4,٠٠,‏ هقمدع ع عندما دكون كبيرا بقدر كاف ٠‏ ولماكان العنمر 
[11-]12ععر والعدد ا موجب 8 كيفيين 6 فاننا الساللتمج كلية (©) 8٠‏ 

هذا وبحتاج المرء لاغراض عمليّة دساتير ظاهرة ٠‏ لذا ندعي بأن 


5ك وم لمشتل - و)ه 0 


2-0 لاةه 2 
6 د 2 0©, 


سدعى .م خدودي لوجاندن من ألمرتبة « 4 ويسفدى الدستور رمم 
“كود دوداريك ٠٠‏ ومن :تاج الحدن الترببعي في اللاستور: <(وة) . الحضول علرج 
الخاصة 1-(7.0 التي لن تنوقف عند اثباتها نظرا لعدم حاجتنا اليها ٠‏ 

اذا طبقنا مبرهنة ثنائي الحد على “2-1 . واشتققنا النتيجة ,, من المرات 
.حدا حذا: » فاننا نجد من ((م0). أن * 
ْ إزره-م2) 0 4د مث 
: نزوت يود 2 
ار -م) ار مرح الحا بط 5.00 5 
]4 لس 


[2سور 


حيثت وير -بر آذا كان »م زوجيا و 4-1(/2)-27 آذا كان كردا ء لذا فان 
زد اجع الشكل هم ) 
>- )رط 1 > )مط 
(4)53-3 - (ن)وط (1)3-1- )يط 25( 
4)635-703+150- زاوم (4)35:4-302+3- ()وط 


الشكل (0؟) ٠‏ حدوديات لوجاندر 


برهان (20) و (20) ٠‏ سنبين في (1) أن (20) تقتضي 


-"[مه لاس اه 
7 ليده 


6 وبالتالي فان نظيم 6 في (ة2) تعدو 1ء أما في الشق (ب) فسنثبت فسنشت أن (ي5) 
متتالية متعامدة في الفضاء (11-]12* وهذا يكفي لاثيات 22 وى 0 للسيب 
التالي : : سترمز للطرف الايمن من (20) أولا ب ).2 ٠‏ عندئذ يتكون ءا 
حدوذيا درجته » » ويقنضي الشقان 0 و(ب) أن (.() متتالية متعامدة منظماة- ' 
في 1 ,1-]22 ٠‏ يكن 

لمر ٠٠‏ روال) صقم > زد , ٠٠١‏ رو هوم (مه ٠٠١,‏ ,و4! مووة حنملا 


ب الا يا 


ان اشارة المساواة الثانية هنا ناتجة من دستور طريقة جرام ب شميت » واشارة 
المساواة الأخيرة .ناتحة من ا والاستقلال الخطلي ل إزى رولا 
الذي تتصّصثمنا عليه فى 4# * ٠‏ لذا فانه يوجد ل ١لا‏ التمثيل 


.6ر0 )0 رلا ش )4 
مدر 
واستنادا الى التعامد » فان 


000 سوم > [-ولا ,0 رولا مهم 2 يور ل داز 
ان هذا يقتضى أنه اذا كانت 1-م,...,0-* فان 


2 . 
يرنه خ- (ي© ,6 )زه 2 ريه رز) - 0 
1-0 


وبالتالي فان «4) تتوول الى المساواة ,هيه يبر ٠‏ ان 1-إمه| هناء ذلك أن 
1 > .|| > ادنر ٠‏ وفعلا فان 1+ د ديه أو 1ح به نظرا لان طملاى .»© 
خقيقيان كلاهما ٠‏ ان 0<0).ر عندما تأخذ + قيما كبيرة بقدر كاف » ذلك أن 
معامل *, فى 20) موجب . كذلك فأن 0<0)م عندما تأخذ * قيما 
كبيرة بقدر كاف » الامر الذي يمكن رؤيته من *,-0),+ ومن (13) 5 (14) في 
البند سء ٠‏ لذا فان 1+-»ه و .بير » وهذا ثبت (20) » حيث بسر 
معطاة كو )22 ٠‏ 
بين هذا كله أنه بعد ايراد هذه المقدمة » فان البرهان سيكون كاملا ٠‏ 
(0) سنستنتج رم من (مم ؛ لذا تكتب ردن ٠اأنالدالة‏ “ه 
: شتقاتها ("ب)  ....‏ «-“ز»يم اصغار عندما 21اد-ع ء كما أن !(20)- 09()ء 
وباجراء المكاملة « مرة بالتحرئة » فاننا نجد من (20) أن 
جاتيم رتي) | -تاءما "22 
1- 
1 1 
ا ل 0 |- له 
يل 1- 5 


59815 يم 


1 8 
4“ | 1(“)20(1س) كد 
91 


1 : 
3 220] )1- 2" 44 


2/”* 
(5 عله ع ) ولس 1خ"توون 220 - 


0 
2+1 


, فاذا قسسنا الطرفين على 02م"0) » فاننا نجد (م لم * 


١ب‏ سنبين أن 0- ليم ,رم) » حيث >0 ك0 ء بما أن رم حدودى ؛ 
فانه يكفي إثبات 50-0 ..») عندمأ م>م حيث 


سد معين ب (1) » وهذا 


1 
ل ل ٌ ت زو ,وببرنة) 21 

اع 1 : 
ا | | المازعي رت 
1- 1- 


1 
“يوم ٍ 1 


1 
20 | للح كز”ين) إبور(1-)- 
1- 


وبهذا يكتمل برهان . (20) و 20 8٠‏ 
وتشكل حدوديات لوجاندر حلولا اعادلة لوجاندر التفاضلية الهامة التالية 

,0 2ر18 + مم + 'رطرج-”رصزة, -1) ش 5ش 
وبسكن الحصول على 20) أيضا بتطبيق طريقة متسلسلات القوى على 


1س م 


(5) 


وفضلا عن ذلك ء ذفان (,نو) 'حيث 


86- 1 
1 35 5 رمع 4 7,3 2 )6( 
1+2 5 لق )م5 |أءمر| 9 


تشكل متتالية متعامدة منظمة كلية فى الفضاء [8,م]12 + ونحد اثياتا لهذا 
اذا لاحظنا أن م>: 5ه توافق 15621- + وأن التعامد تحتفّظ وفق 
هذا التحويل الخطي 00 35 

وهكذا فاننا تحد متتالية متعامدة منظمة كلية فى [5,م]2 2 ألا كانت 
الفترة المتراصة [م,م] ٠‏ لهذا فان المبرهنة »4 تقتضي التالي : 


؟-لات؟ حدوديات هرميت 


هنالك فضاءات أخرى ذات أهمية عملية هى (ص+ ,)22 و (م+,ه]ة1 
و [13.5 ء وهي فضاءات لم تتطرق اليها في سلب١ ٠‏ بما أن فترات 
المكاملة غير منتهية 6 فان القوى رد 2.206 فى #للاب! وحدها أن تساعدنا فى 
قىء :> "الا نآك لو عريا كلا متها جذالة مسيظة شاقن مدرطة كاه + فنتكنا آن 
تمل في الحصول على تكاملات منتهية ء والدوال الاسية بأس” مناسب تشل 
اختيارا مناسيا لهذه الدوال ٠‏ 


. لناخذ الفضاء الحقيقي + ...)22 » ولنعين الجداء الداخلي بالدستور 


3 


١ / 7300000 


0 0 0 


)ةم 110 لدع د (و) بن 


٠ 


ان العامل 62 الوارد فى الأس اصطلاحي يساما » وليس له معنى أعدن ٠‏ 


سس 5519 اسيم 


قدة الدوال عي عناس في (صد ,-) 12 »ذلك أنها محدودة على +1 > ولتشترص 
مثلا أن د إن)سكم| أبا كان , » لذا فان 


5 3 
رم 
.2 لحمبيا ع أك4 51 6 ]ماه 


مومه 
5 2 
41 12/2 "م 2/2 عم || 


ال طريقة جرام # شميت تعطي متتالية متعامدة منظمة (,) حيث 
(الشكل وم) 


ع “حي 0 > ()ه (279) 
ْ ري 0 


الشكل (5؟) ٠‏ الدوال .مه في 2) الحاوية على حدوديات هرمبت 
5 04 1.2 
كار )22 ع1 -) )11 1 )و (ط7) 
سمى,(#حدودي هرميت من المرتبة اررا٠‏ 


وباجراء الاشتقاقات التى أشرنا اليها فى ((م7) نحد أن .. 


2 2 ند 
الى بتككبب((1-) 7 !م )1 760 
!)2 


حبك دب -مة اذا كان م زوجيا و 4-1(/2)-نم اذا كان فرديا ٠‏ لاحظ أ 


يمكن أيضا كتابة هذه المساواة بالشكر 


"10020 جر سم ٠٠‏ ر1 دوم 00 ب ضام 
![ مدر 


ونورد فيما لي الصيغ الظاهرة لحدودبيات هرميت القليلة الاولى : 


> )رق 1ك 
28-2 ()رار 42-2 ع زارق1 
غ+32,5-160+120 د )ماع 2 + 2ر48 - 16 - رقع سه 


أن المنتالية (.6) المعرفة ب (73) و (7) متعامدة منظمة , 


المرهان : 


سين (ه7) و (70) أنه علينا اثبات أن 


4 نك )17 )كم "حم !| 
.> > بور قز جك "2 5 


ا ل 0 


وتجد باشتقاق (©7) عندما 1< أن 


م و : 
لست روج جر و ١‏ 2 وز ون للح و بروج ز)اقة 
!أ مدر 


- 21-14 


' 72 


١075 


)8( 


حيث 5-2(/2)-24 اذا كان » زوجيا و ورم رد اذا كان » فرديا ء سنطبق 
هذا الدستور على ,88 » وتفترض أن م" » وترمز للدالة الأسية في (8) 
د نا ل الب يط » ونحري المكاملة :م مرة بالتجرئة ٠‏ عندئذ نحد اعتمادا على 


(70) أن 


عت 617 مهم 


عد ع 


ب )ج81 |42 2 


د ا 


“0ت 


وى “أن زم )2 إ- | (“كول) رع 


عمو 


)را ِ 0 م 


مٍ-_ 


+ 


1 


“كن ٌ إ“1"2-) 


0 ها 


وهنا 1ع » واذا كان 5 >”م7 » فانتا اذا أجرينا المكاملة مرة أخرى » نحد 
0 ذلك أن ومشتقاتها تقترب من الصفر عندما صدجدةٌ أو عندمام يدرء, 


عليه أن- 1> الها وفق. زو ١٠‏ اذا كان # هم 4 ورمزنا للتكامل الاخين 500ص 


دعبل قدي |1 
وهذه تتحة معروفة + وللتحقق منها » نأخذ در ونستخدم الاحدائيين القطبيين .8 


والمساواة 4541-40 فتجحد 


إلى ول تختقاسي أ ]- م أ و تدم ٍ دل 


عدم م2 
6 م4 مدع ا أ ٍِِ 
ط 


لذا كان الدستور )08( صحيحع 4 الامر الذي شقتضي كون ).ه) متعامدة منظمة ل ا 


96؟ هعد 


وغالبا ما يعبر عن رم بالعبارة التقليدية القائلة بأن الحدوديات ,8 تشسكل 
متنالية متعامدة بالنسية الى دالة الوزن 2« »؛ حيث مر دالة عرخناها فى البداية ه 

يمكننا إنبات أن المتتالية (.») العرفة ب رون و زنب علية في الفضاء 
الحقيقي (م+ ,-2: . لذا فان هذا الفضاء فصول ( راجع 4-9؟ ) . 

لنذكر أخيرا أنْ حدوديات هرميت ,8 تحقق معادلة هرميت التفاضلية 


0ع مله 2 + 18 2 - "11 )9( 
تحذبر : من سوء الحظ ألا تكون ١‏ : مسطاخات فى ١‏ لكتب ا لمخقافة مو هةةه 
وفي الحقيقة » فان الدوال ,ما المعرفة كالتالى 
5 وس جك تم *ر) حو)مه البلءشضاممع 
كسمي أبضا 2 حدوديات هرمست © 6 واللأسوء من ذلك > فانه شار اليها أحما نا د 
158 « 


سنورد تطبيقا لحدوديات هرميت في ميكانيكا الكم في البند ١#1اء‏ 


5 حدوديات لاكير 


من المسكن الحضول على متتالية متعامدة منظمة كلية في [5,--)2] أو شي 
(د+ ,]1 من متتالية من هذا النوع في (سد,0] بالتحويلين و-مس, و٠‏ 
م+ى-: على الترتيب ٠‏ 

لنآخذ (+,122]0 + اذا طبقنا طريقة جرام ‏ شميت على المتتالية المعرفة, 


2-2 ا 1 
سيم ع ا 


فاننا نجد متتالية متعامدة منظمة (,) ٠‏ من المسكن اثيات أن (,») كلية فى 


1797؟ مسم 


0 


2 ,6 انها تعطى بَالدسَتور ( التشكل بم) 
1,٠0‏ ,0 عم 0)سآث"تم د ز)ين' (102) 
حيث يعرف حدودي لاكير من المرتبة « كما بلي 
12 عم 6-0" ج21 - امآ 1 >-0)مآ (100) 
أي أن 


0 ف 1 -0)آ1 0100 


الشكل (9؟) . الدوال .م في (10) الحاوية على حدوديات لاكير 
ونورد فيما بلي الصيغ الظاهرة لعدد قليل من حدوديات لاكير الاولى 
1 ناآ 1 )1 
تووبوسووت وسو 4+ 1-2 - ز)رر1 (*10) 
“+ ترق 2ق جره - 1 د زر)رر1] 


598 ننم 


وتشكل حدوديات لاكير 1 حلولا لمعادلة لأكير التفاضلية 
0د تمقد+ 'جآل -1)+ كعكلا (11) 


ولمزيد من التقا صمز 7 على القارىء أن اتعود الى الكتابين التاليين الموجودبن 
: 1 : 
فى مسرد المراجع ٠.‏ 
1 أمعأنماجع :لهالا ]0 كله طاء/ة ,(1953-62) أرعطانا! .12 لمع .عه بأمدعستن 
ع1 /لارععمععدرعام!ا تامملا معلل .وام 2 وباط 


-1953) الممع نآ .4 .1 300 تعمس لاإأعط1عط0 .1 ,كناموة11 ./لا ,عه رتراةل8 
عاق" ب«ع1آ8 ,كاهلا 3 .كدمةاعصسيط أمنارعمفارععكايه 1‏ عع ,(55 
لل]- جوونء81 


مسائل 
١‏ ل بين بأنه يمكن كتابة معادلة لوجاندر التفاضلية بالشكل 
8ر1 ونم د زر -1)] 


اضرب اللمعادلة ب رم :© أفتريت المتادلة اللوافقة 3 يم د بم - #4 ثم أجمع 
المعادلتين ٠‏ بين بمكاملة المعادلة الناتجة من 1- الى 1 أن (8) متتالية 
متعامدة في الفضاء [1,1-]*1 ٠‏ 


سه استتج 20) من (26) » 
+ (الدالة المولدة ) . بين بأن 


تدعى الدالة فى الطرف الاسر الدالة المولدة لحدودبات لوجاندر ٠‏ ان 
الدوال المولدة مفيدة فيما بتعاق بدوال خاصة متنوعة ٠‏ راجمع الكتابين اللذين 
أوردناهما مباشرة قبل هذه المسائل ٠‏ 


ب ؤ9؟؟ بدا 


4 .بين بأن 


1 1 
60656 وم2-ثيمي+ , 


1 8 16 0 


م 


ا 0000 
و 20<ىم +( ازدهذا الايتور عفد في ظرية الدون )+ 


ك4 0 


الشكل (8؟) . الساألة )6 


© نل أوجد حدوديات لوجاندر باستخدام طريقة متسلسلات القوى على النحو 
التالي 0 عوض هيع + ين جوع ع (ف)عر في معادلة لوجاندر » وبين أنه 
بتعييننا للمعاملات » فاننا نجد الحل د حيث 


وار + جتنن م ع2 لسكب 


م (جمالة جه مارم (1+همام 


4 !2 -1 > )عر 


كر (ك + )2 )نا ع سرة - و) 0 (2+م)(] حم) 5 
!5 إذ 8 


بين أنه اذا كان عددا صحيحا موجبا » فان احدى هاتين الدالتين تؤول 
الى حدودي » وهذا الحدودي بغدو م اذا اخترنا 0(7م)*0!2م2) دن 
معاملا ل "مه 2 


عدت 


5 - (الدالة المولدة ) .- بين بآن 
“)1 2 ع (#ور وس 2) ويه 
تدعى الدالة في الطرف الارسر السالة اكولدة لحدوديات هرميت ٠‏ 
٠7‏ بين باستعمال_.(70) أن 
)1 - () 2151 ل 07 ا 
ه ل بين باشتقاق الدالة المولدة في المسألة » بالنسبة الى ؛ أن 
(521) اماه > )ل 
3 بين باستعمال المسألة /ا أن يم يحقق معادلة هرميت التفاضلية ٠‏ 
ه ل حل المعادلة التفاضلية 0-«رة-28+1)+”ر بدلالة حدوديات هرميت 7 
١ل‏ دين باستعمال المسألة م أن 
يط “6 م2- - بل "-م) 
بين بالافادة. من هذا ومن الطريقة المشروحة في المسألة الاولى أن الدوال 
المعرفة ب (08) متعامدة مع عي ٠ه‏ 
١‏ (الدالة المولدة ) . -. بين باستعمال ومن أن 7 
“)س1 ]| ومسل -رم 40 
اد 3 باشتقاق نب في المسألة ١‏ بالنسبة الى أن 
.0 > )كه + ن)1ن -1+م2) - )سمالا خم) لك 
ثم بين باشتقاق » بالنسبة الى أن 
ب (4؟ 7 المدخل الى التحليل الدالي م١‏ 


كط - ناريط > )ار 1 1 رم 
1 ه افة 2 29902 0 
0 2 1 9 


ل 
.()_ملد - )ماد د لاا تل 

بين بالافادة من هذا ومن ) في المسألة ٠١‏ أن , تحقق معادلة لاكير 

٠ )11( التفاضلية‎ 


مت ره أن لكل من الدوال الواردة في (1020) النظيم 1[ » 
قاس كن بأن الدوال في (108) تشكل متتالية متعامدة ىْ الفضاء (-«+,م):) , 


؟-م تمثيل الداليات على فضاءات هليرت 


ان معرفة الصنغة العامة للداليات الخطيةالمحدودة على فضاءات متنوعة أمر 
هام من الوجهة العملية » وقد سبق أن أشرنا الى هذا الموضوع وشرحناه في البند : 
٠١‏ ء أما في فضاءات باناخ العامة » فان الدساتير وطرق الحصول عليها تكون 
أحانا معقدة ٠‏ بيد أن الوضع ,يكون أسهل ال 0 
تبين المبرهنة التالية : ْ 


؟سمب1ا همبرهئة ريس ( الداليات على فضاءات هلبرت ) 
يمكن تمثيل كل داني” خطي محدود / على فضاء هطبرت ير بدلالة الصداء 
الداخلي على النحو التالي 
(2ك)ء »)مر 4 


حيث : تابع ل / » وبتعين بصورة وحيدة ب / ونظيمه هو 


.ا ادا 51 زفق 
ب ]ع؟ سد 


البرهسان 
2 5 مابلى : 

00 للدالي / التمثيل (1) 

(ب) 2 الوارد في (1) وحيد 

(ج) الدستور 2) صحيح 

0( اذا كان 0 0 (1) و 2) صحيحان اذا أخذنا 0ع >2 ٠‏ لنفترض 
الآن أن 0م ٠‏ لشرح فكرة ؛ الواعان : سططرح الدؤاك عول الخواين اللي 
بحب أن إنتمتع بها 2 اذا وجد التمثيل (1) ٠‏ تلاحظا أولا أن مفوج : لانه اذا 
لم يتحقق ذلك لكان 0ع ٠ه‏ ثانيا » ان 0-( م أيا كان * التي : تحقق الشرط 
0 )م ؛ أي أيا كان » من الفضاء الصفري 10ة © دث + لذا قات (لالااء 7 
ان هذا دوحي الينا بأخد (م)/. ومتسيه المعامت +0 0 


ان (/0ى فضاء متجهي وفق كاه وهو مغلق استتادا الى لالد[ اه 
كذلك » فان كون 0 بقتضي أن يكون 6 *(م)2 » وبالتالي فانه بيترتب على 
مبرهنة الاسقاط م4 أن (ويعءمب. ٠.‏ لذا فان “(م)د يحوي عنصمرا 


0 عومجع « سنضع 
«(مة) مه ()] - 0 


حيث + عنصر اختياري من مم ٠‏ وبتطبيق م نجد 
-.0 - ()](20)] -20)#(*)]- (ن )م 
وهذا سين أن رم»دعء ٠‏ ولا كان )كد 1م > فان 


200 6ت(2)] -ن: (:)]) > (وج ,ن) > 0 
20 ,20()3) ] - (20 ,20)() رح 


5173-2 سم 


ونيا ن وعي تاد سرع .ء؛ ؛ فم. الممكى. حل هذه المعادلة بالنيسة الى (ي)ء 
2 57 هم “ونع ونه وده ٠‏ : | 7ت 1357ار 
وتحد 
(1)20 
/20 2 >( 
9 20 ,و02 ()] 


بسكن كتابة هذا بالصيغة () » حيث 


م _ 
200 ,20) 
ويما أن * عنصر اختياري من + » فاننا تكون قد أثبتنا (1) ٠‏ 
# فان ْ 
ش 22 ) تنج ,) > ()ل 

عندئذ يكون 0-(,2-,: ب) أيا كان + ء واذا اخترنا العنصر الخاص يه-,: -» 
فانا نحد أن 

,0 > إيج عدره|| ع زوج حرج ,و - م) > (وه - رج ند) 
لذاافان 25-0-, ؛ أو وج -,ج ء وبذا تكون قد أثيتنا الوحدانبة ٠‏ 


6 متشت آخنرا © ٠‏ اذا كان 0تمم فان 20ج وتكون ) 
صحيحة ٠‏ لتنفترض أن 0عوم ٠‏ عندئذ يكون 0غ ٠‏ ويترتب ,على (1) بفرض 
ج-» وعلى (3) من البند لم أن 
|| اماك )م >( ,) - “دا 
وبالتقسيم على ##0|ج] نجد أن |/|>|| ٠‏ ونحجد من (1) ومن متباينة. 


“حم ع ا 


شقارتز ) البند «ب؟ ( أن 
.||| ازاك |( مد) > إزع«ما 
وهذا يقنضي أن تكون 


8 تاك اد مد)| مس - انا 


1لا 


؟-لب؟ تمهيدية ( المساواة ) 

اذا كان (مد,ره) >(« .ره) أيا كأن + في فضاء جداء داخلي عا » فان ,ه- 
وبوجه خاص » فاذا تحققت المساواة 0-(<,ىره) ‏ آيا كان بس من خا فان 0>-1ن, 
البرهان : 

لدينا استنادا الى الفقرض أنه أيا كان بر فلن 


.0 عت زم رون ) - (0ه1 رره) > (بلا رون -21) 


اذا وضعنا يه-,ن - م« » أعطت هذه المساواة 2-0إيه- ,هلا ٠‏ لذا فان 0دين-رن 
أي 0# 5 وبوحه خاص » كان الناواة 0 > (بلارون) تعطي بوضع 326 
المساواة 0- رهلا » أي أن 0دينس +8 

ان فائدة الداليات الخطية المحدودة على فضاءات هلبرت تنبع الى حد كبير 
من بساطة تمثيل ريس (1) ٠+‏ كذلك »).فان ( (1) جد هام في .نظرية المؤثرات على 
فضاءات هلبرت ٠‏ ويتجلى هذا بخاصة في مؤثر هلبرت المرافق *7 لمؤ نس خطي 
محدود 7 » والذي سنعرفه في البند التالي ه ولهذا الغرض. قلابد لنا من تأهيب 
لا بخلو من فائدة عامة بحد ذاته » وسننطلق من التعريف التالى +٠‏ 


؟-غب؟ ‏ تغريف ( الصيفة الخطية مرة ونصف آمرة ) 
0 بف متجهيين على حقل واحد © ( يساوي © أو ع ) ٠‏ عندئذ 


ساه؟؟ د 


لكو الصيفة الخطية مرة ونصف المرة ( أو الدالي الخطي مرة ود نصف آكرة ) 
على 8١‏ اير هي داله 
سيا يري بر 


بحيث تتحقق المساويات التالية أيا كانت م و 
1 وايا كان العددا نز و م: 


» ف من 8 ثاير م رو وير من 


زا رود)ط + زر ريع)ظ د (بر ريع + دام (2) 

زوز ,)اط + زربو راط ع ريرج رز ,)م )م 7 
١م‏ اط > زر ده)ط ل 
.(/ا )8 ع زوق عام )0( 


الوا ا (8-*5) > فأن (30) تعدو ا المساواة 


)ممق - زوق )م 
وعندئذ يدعى م تطبيقا ننائي الخطية نظرا لكونه خطيا في مضمونيه ٠‏ 


واذا كان يرو لافضاءين منظمين ووجد عدد حقيقي ع بحيث تتلحتقق 
المتبانة التالية أنا كان < 35 و 


وأا || العا ء ك ا( مما )4( 


فاننا نقول إن م محبود» كنا تسبي العدد 


اناما 
00 ع ايز 5( 
الو ع سين اك لون 
تعلار (0)-لا عو 


8 + / 


6؟؟ د 


وعلى سبيل المثال : فان الجداء الداخلى خطى مرة ونصف المرة ومجدود ٠‏ 
لاحظط أنه اشر بسب على )4 و ١كا‏ المتيانة 


ارا بدأ لطاع ززم .)ما )6( 


هذا وقد سبق وورد مصطلح « خعلى مرة و نصف المرة * فى اليند #ب١ ٠‏ 


كدلك فان كلمتي صيعة » و « دالي » الواردتين فى التعريف لهم؟ شائعنا 
الاستعمال » واستخدام الاولى أو الثانية آأمر يعود بدرجة كبيرة الى الذوق 
الشخصى ٠‏ وقد دكون من المستحسن استعسال كلية جسعة » فى عجان المتغم بن : 
والاختفاظ بكلية « دالي » لحالات المتغير الواحد . كسا فى المرهنة سم - 
وهذا ما مشفلة 7 2 ا 


من الاهمية بسكان معرفة أنه يسكن انطلاقا من المبرهنة لم١‏ الحصول 
على نشيل عام للصيغ الخطية مرة ونصف المرة على فضاءات هليرت على النحو 
التالى ٠‏ 
4-5 همبرهئة ( تمثيل ريس ) 
ليكن ,!5 و 5/7 فضاءين لهلبرت » ولتكن 
ل سسب رع يا لور بل 
سيعة محدودة وخطية مرة ونصصف المرة ٠‏ عندئذ يكون 1 4 التسشل 
١‏ ,0ا3) > زر عام )7( 


ست ##ج ديم :5 مؤثر خملى محدود ٠‏ وشعين 5 هذا الصلورد دحجدة او 


7 ونظييهة بعطى بالمساواة 


8١) ىل‎ > |]. 


49#؟ يس 


السرهان : : 
اللصاقة 3 ولجعل الممرهنة #لهد١‏ قابلة ِ للتطبيق » نبقى بر مثيتا ٠‏ عندها 
تعطي هذه المبرهنة تمثيلا يكون فيه «امتغيرا + وليكن مثلا 


2١‏ ,)> (ره)! 
وبالتالى فان 


)>( )ما )9( 


ان 2 الذي بنتمي ,2 وحيد-» ولكنه هو تابع بالطيع لعنصرة « المثبت في ٠37,‏ 
بيترتب على هذا أن المساواة )9( حبث المتغير هو د تحدد مول ثرا 


رع جل ريع :5 معرقا بالدستور #«وع-دج2 ٠»‏ 


وبتعويض ,و-ج في (و) » فاننا نجد (6) ٠‏ 


ان 5 خطي » ذلك أن ساحته هي الفضاء المنجهي ,)1 » وأننأ نسلنتج. من 69 
ومن خاصة الخطية مرة ونصف المرة : أن 


)8 ,و83 + ينايم) 2 ع زر ,(ج8 + رديه)5) 
(لاروة) 8 + (لا )اطع - 
)ا ,)8 +( ,3»1)ه - 
)8 ,85 + عروه) ع- 


آنا كان بر من يعء وبالتالى فانه يترتب على المهيدية جمه”؟ أن 
62 + نويه > (<8 + عده) كد 
ان ى محدود » ذلك أنه اذا تجاوزنا الحالة التافهة 5-0 » فاننا نجد أن 


م151 لدم 


_ سكلا _ اك كك رن د الك تا ون - 
اك م ا ا اا 


وهذا يثبت محدودية 5 » ويبين فضلا عن ذلك أن |دا< ذا » 


وللحصول على اناد اة (8) نلاحظ أن المتباينة /15|5/! «تنتج مسن تطبيق 
متباينة شقارتز كما بلي 


_أناااا«دا_  .‏ ا(« كىن 
ك1 إراس قفدت رما قلة - اذا 


ان 5 وحيد » ذلك أنه لو افترضنا وجود مؤثر خطى آخر ‏ ,ع متايع :7 
بحيق الشرط 
«((ا 215 ) > (ير 53) > (ز ,3)/ 
أيا كان * من ,2 وأنا كان مر من ري:ء لوجدنا أن :2 -»ى استنادا الى 
التمهيدية هل» وذلك أيا كان ي من عه لذا فان 7-ى تعرشا ٠‏ هو 
سسائل 
١‏ (الغضاء :م). بين أنه يمكن تمثيل أي دالي خطي م على :هم بالجداء 
الداخلى : 
واي خريرة يرق > ع ٠ع‏ - (5)ل 
؟ ‏ (الفضاء " ). بن اله.نتكن كيل كل ذال غطدى متخدود. / على م 
بالكل 
معوسم 865050007 دسم 
“ا بين اذا كان 2 أي عنصر مثبت من فضاء جداء داخلى عد » فبين أن المساواة 
رج ج)- مم تتحدد داليا خطيا_محدودا م على بر نظيمه هى || ٠‏ 


ب-5590؟ د 


8 
8 
0 
5 
ا 


أت بأن المشاء الثنوى للعضاء الحقيقى / هو " ٠‏ (أفد من للم١)‏ 


1 7 0 
بين بآن اشر هنه-لهم ١‏ تحدد تطسيقا ابزومتريا متباننا وغامرا! بوه ير بم 
. وهذا التطبيق ليس خطا ولكنه خطي مرافق 3 


معرقا د إجامس مرج 
أي أن 86 + بج جسرررق + يو ٠‏ 

ب بين بأن القضاء الثنوى 8 لعضاء هليرت 8 هو فضاء هليرت المزود بالحداء 
الداخلى ,2.0 العراف كنا يلي : 


)2 م د زاج ) - 4 


وحيث 2١‏ )ع (ع).م 
م ب بين بآن كل فضاء م لهلبرت ايزومورفي ( راجم اليند له ) مع فضاته 
الثنوي الثاني رين "م ٠0‏ ( تدعى هذه الخاصة انعكاسية م٠‏ وسلتطرق 


الها لطن عسي بن النضاءات المنظسة فى البند 54 ) * 
ةو (العادم). شرح العلاقة دين *وج في المسألة ٠+‏ من البند ١١5‏ وس 
ار في البند + في ي احالة مجسوعة جزثية غير خالية 6ه فى فضاء هلبرت 


7 . 
و«إألد بين بآن الجداء الداخلي د على نضاء حداء داخلى عر هو صغة .1 خط 


مرة ونصف الاي لط 


١‏ فى هذه ااحالة ؟ 
شيغة خطية مرة ونصف المرة على 
0 0 


5. خضاء متحها 1 حها وكانت 
00 1 عاطم ل : حبث ,بر مثست » تعين داليا خطيا 


ل له شم 


١ل‏ اذا كان 


رم على « ٠.‏ وكذلك الامى مع المساواة زو ,محاط د روا 6 حليث ىر مشبت ٠‏ 
؟إل لكن 2ن و لآ قضاء. دن منظمين ٠‏ بين بأل كل صبغة خطية مرة ونضف 
ا مرة ومحدودة على ٠‏ يعر مسثمره 5 بالنسية لكلا المتغيرين ٠‏ 


اح عه 


1١١‏ ( الصيفة الهرميتية ) ٠.‏ ليكن بر فضاء متجهيا على حقل بم ٠‏ تعمرف 
الصيفة الهرهيتية مرة ود نصف امرة »أو بيساطة ؛ الصيفقة الهرميتية' م 
على ع »ير بأنها تطسيق مه ءا :م بحيث تتحقق المساويات التالية أنا 
كانت العناصر » و بر و : من بر وأبا كان العدد »ه من # : 
(2 لو)ط+ رج )م ع زع الإجماطا 
)3ع بداطه > ار رهام 
الع راط > او عام 
ما هو الشرط الاخر اذا كان # ديم ؟ما هو الشرل الواجحب اضافته على 1 
كى بغدو جداء داخليا على ير ؟ 
5 ( ملبايئة شقارترز ) ٠.‏ ليكن ند فضاء متجهيا و « صيغة هرميتية عاق 
00 شال عن هذه الصيغة انها نصف محددة موجمة اذا كان ممم 
0لا راج لع اط ع إل )ما 


6 (تصف اللقلم ) . اذا حتقت + الشروط الواردة في المسألة ١6‏ » فبين آن 
: المسا وأة سي 


(0) ( متاطك - زعام 


تحدد' نصف نظيم على هر (٠‏ راجع المسألة ١+‏ من البند بوم) ء 


تمكننا الأن الننائج المستخلصة من البند السابق بأن نقدم مؤثر هليرت 
المر امو فق لمؤثر خطى محدود على فضاء هلبرت ٠‏ وقد نبعت فكرة استحداث ‏ هذا 


ا الك 


--المؤغر-مسن متسل المضفوفات ومسائل- المعادلات. التفاضلية-الخطيسة .والمعادلات 

التكاملية الخطبة ٠‏ وسنرى أنه يساعدنا فى تعريف ثلاثة أصناف مهمة من المؤثرات 

(تدعىالمؤثرات المترافقة ذاتيا والؤثرات الواحدية والمؤئرات الناظمية ) ٠‏ 

وقد درست هذه المؤثرات بصورة مستفيضة لكونهاتشغل مركزاطليعيا في العديد 
من البحوث التطبيقية المتنوعة ٠‏ 


14 تعريف ( مؤثر هلبرت المرافق *7 ) 


ان ب 7 مثا خطيا مرافقا » حيث ,28و :2# فضاءان لملبرت ٠‏ 


عندئذ يكون مؤثر هلبرت المرافق *7 للمؤثر 7 هو المؤثر 
مايق :*1 
بحيث0*© 'تنحقق المساواة 
1 2 .(*7 ,) >( 15) 20( 


أبا كان + من بيع وأيا كان بر من ريع ء 
وبالطبع © فعلينا أن نبين أولا أنه وده لهذا اعرش مسق اف آنه تكن 
الوا ا ان موحود فعلا ٠‏ 


5 مبرهنة:( الوجود 1 
ان مؤنر هلبرت المرافق *7 للمؤثر 7 الوارد في التعريف ١-6١‏ موجود 
ووحيد وهو مؤثر خطي محدود نظيمه يعطى بالمساواة 


220 : 1" > 


يده من الممكن الدلالة على الجداءات الداخلية على بيع و يع بالرمز نفسه نظرا لان 
العوامل تبين الى أي من الفضاءات يعود الجداء الداخلي . 


حت ]يليت 


البرهان : 
يعرف الدستور 
(2 ,لو > (ع ,راط )3( 
صيغة خطية مرة ونضف المرة على ,,, برهم ذلك أن الجداء الداخلى خطى مسرة 
ونصمف المرة وأن 7 خطي + وفي الحقضقة 6 فان كون الصبعة خطية مرافقة تشثرى 
مما طلدى:: ١‏ 
((8<2 + يعه)1 ,) > (و«8 + عه ,)لز 
(8122 +011 ,)ع 
1 ,)8 + 1 ,)8 ع 
.2 ,)81 + (وع ,)اج ع 
إن # محدود ذلك أنه بترتب على متساينة شقارتز أن 
||| ندا 111 || ع || دااع |( ,)| > رع ,)ها 
يترتب على هذا أن ]كلمل ء ولما كان (17</ظ]| أيضا لان 


20 .::1)ا 1 امن _- 
4 
1 ا ا ا 


11 
فانا 32 عفووة 4 أن ْ 
21ل > ما 0 4 


و( رلر*”1) ع (ع« ,803 ١‏ 5( 
كذلك فان هذه المبرهنة تبين بأن ,2 جب يريع يط / مؤثر خطى ومحدود شعين 


يد 7891 سبي 


بصورة وحيدة ونظيه | راجع (4) | هو 
71> الصا ”1 


هذا ثبت حسحة 2) ٠‏ وبسقارنة (3) و نحد أن (دبر*7)-20 ,رن ء وبذا 
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نحد !!) بأخد المرافقات . وبالتالى فاننا نرى بأن >7 هو خعلا المؤثر المنشود 8٠‏ 


لذى دراستنا لحو ١‏ ن مؤاثر ا هلمرت المر افقة 1 نحد من | الملالم الافادة مان 


السهيده الثالية 0 


5و5 تمهيدية ( المؤثر لأكسفري ) 


ليكن ع ولا فضاءي جداء داخلى ولا از :0 مؤنرا خطيا محدودا ٠‏ 
عندئذ نجد ما يلي : 


() "الشرط اللازم والكاني كي يكون 0-0 هو أن يكون 0-(ر0) أبا 
كان « من 2 وايا كان بر من ٠.‏ 

(ب) "اذا كان مس ا :0 » حيبت 8 عقدي » وكان 0 - زد بون أيا كان * 
عن > » فان 0-0 ٠‏ 


المرهان : ' 
0( ان المسأواة 0-0 تعلنى أن لدع 1 أن كان * : وهذا القتضبى 
التالى : ْ 


0ع زر ,ع )0 ع زير,0) ع زر ,202 


وبااعكس ؛ فان تحةق. المساواة 080-0) أبا كان » و « يقتضى المساواة. 
0 ع0 آنا كان د ودلك استنادا الى حمع؟. و بالتالى فان 0-0 تعريا ٠‏ 
(ب) الدينا بالترض أن 00-0 ,00) آبا كان 6 عبر+عمده :أي أن 

لاج يرت رار+ عه00)؛ - زا 
0 )2 + زم ع0 أن لسرم و0 نساع 0 أرما ع 


تحبا ا هه 


إن الحدين الاولين في الطرف الايمن صفربان فرضا ٠‏ فاذا كان 1>-عن وحدنا أن 
.0 > (ع ,بز ) + (ر ,«©) 
واذا كان ؛-» » فان :--# وعندئذ يكون 
0 >( ,ب(0) 2 ,07) 
و مجمع المساواتين الاخيرتين نحد أن 0 ع (ر ع«0) » وعندذ ننتج المساواة 0-0 
عبن 0 +8 
من الضروري أن يكون ا عقديا في الشق ( ب) من هذه التمهيدية » ذلك أن 
فل ادبن قدلا تسم في يخال كون عر تحقيقيا ٠‏ وكمثال عكسي ورد الدور ان 
© للمستوى 82 بزاوية قائمة ٠‏ ان 0 خطي و +« ع0 > لذا فان 0 دع 0) أنا 
كان ع من 82 » في احين أن 0 © ريغال بيه كون مثل هذه 
الدوران في المستوي العقدي ؟ ) ٠‏ 
يمكننا الآن ادراج بعض الخواص العامة لمؤثرات هلبرت المرافقة واقامة 
البرهان على ضحة هذه الخواض التي سنستعملها مرارا وتكرارا لدى تطبيق 
هذه المؤثرات و« 3 


1 مبرهنة ( خواص مؤثرات هلبرت الرافقة ) 
ليكن ,7 و رع فضاءين لهلبرت » وليكن ,2 8 :5 و 282 ,8 :1 
مؤثرين خطبين محدودين » وليكن » عددا ما . عندئق نجد التالي : 


572 © 2 8 ع ع) إ ْ 70 ,ل) ح (عد ,ر*7) )0( 
7# ب*ى - *27 +5) 7 (6 : 
*7ج > *(07) , 0( 
7 - *(*1) (9) 60" 
| - |*7| | *7| لق 
7-60 احجه© ( 0-[1*1 2( 
( بهرض أن ,يع - 8# ) *و*7 - *(527) 7 )8( 


هه؟ ه- 


- 
(0) إن (0) خنتج من (ه6) : 
+10 ,ل) > (ل ن1) > (لو*1 بإ د زر ,و18 
(ب) نستنتج من (1) أيا كان « و ا فان 
(« 2 + 5)) - زر*(2 + 5) ب 
(( 16) +( ,«8) - 


(«*2 ,)+ (ر*3 ,) - 


- )«, )5* + 1*(«(. 


لذا فان «(*3+*5)-«م*(5+2) أيا كان بر استنادا الى هه » وبذا تكون 
قفد وجدنا (66» ٠‏ 
(ج) بحب عدم الخلط بين الدستور هم والدستور +*3ه- ررم)*7 ٠‏ 


ونجد روم6) بالحسابات التالية ويتطبيق الشق (1) من التمهيدية مهم على 
:*1- *م) دوه 1 


(«(1»ه) ,«) ع رع ,«ر*(1ه)) 
((1)» ,ل) - 
(*12 ,)جم ع 
(* ,م *8)1 د 
١.‏ ,ل *1ة) ع 


6 ان *(*1) تكتت بالشكل ييذينة / وتساوي 7 ؛ ذلك أنه أن كان > من ير 
وا من :ل » فانه ,بيترتب على (68) و (1) أن 


(1:6) - زو *1 ,:) - زر ب *(*1)) 
تددن 8ت 


وعندكئذ نستنتج (68) من الشق )١(‏ من التمهيدية عليه محيث 7 - *(*7) دان ٠‏ 

(ه) نزرى أن 8 جل :17 في حين أن 1آ سس رقع :*11 ٠‏ ونحد 
بناء على متباينة شقارتز أن 

“|| 11*21 ك لعا |2 *7|| >( هذ *1) - 2 +:1) - |:| 
فاذا أخذنا الحد الاعلى مده من أجل جميع العناصر » التي نظيم كل منها 1 ع 
فاننا نجد أن (7*7|ك :]| ٠‏ وبالافادة من (7) من البند +*؟ ومن (2) فاننا 
نحد أن 
فير افراس رت سه ةايم 
لذا فان [7|-|7*7ء ونجد أيضا لدى الاستعاضة عن + ب *7 واستعمال (2) 
ثانية أن 
ش اسم وسوس 

إن م -**7 هنا استنادا الى (64) » وبالتالى فانه دكتمل اثبات ©6) ٠»‏ 

(و) إن 9) تستنتج مياشرة من (66) * 

(ز) ان التطبيق المتكرر ل (1) بعطي 

."7*5 ,)> (بر* 155 ) > (نر ,51(2)) ع (بر*(51) ,2 


لذا فان بر*ق*7 - بر*(52) بناء على #ه* »؛ وما المساواة هذه الا (68) تعريما ء* 8 
مسائل 


+ سدأئثيت أن 0-*0 و وعجر‎ ١ 
ليكن بع فضاء هلبرت و ير يي بج مؤثرا خطيا محدودا متباينا وغامرا‎  ٠؟‎ 
عكسة محدوداء ببن أن '-(*7) موجود وأن‎ 


لاه؟ ب المدخل الى التحليل الدالي ملا( 


عمجت( 2-6 7 : 5 
لماز امم ويم . طايه د الور ره الجا الوه جر عاد كسح 
وكان ه27 » فبين أن 1# جد*2 ٠١‏ 
 :‏ ليكن ,يدو ,8 فضاءي هليرت واي رع :7 مؤثرا خطيا محدودا ٠‏ فاذا 
كانت إبقء ,34 و رق ءرد مجموعتين جزئيتين بحيث أن ال ء(7)3840 » 
فآثبت أن ديية)*1 ددني ٠‏ 
هب ليكن ,6« و ,34 فى المسآلة ع فضاءين جزئيين مغلقين ٠‏ بين عندئذ أن الشرط 
اللازم والكافى كى دكون .2/4 -1)840 هو أن نكو ن(,/ة)*1 ددازء 
5 - اذا كان (0-:1| )ع (7))ر ديد في المسألة 4 » فبين أن 
+[()*7] ع ركة ‏ 0 ,(*0)للء 17)8([1]  )5(‏ خللةء 7*)80 (م) 
ينهد ليكن ,7 و ,7 مؤثرين خطيين محدودين على فضاء هلبرت العقدي ير في 
الفضاء نفسه ٠‏ خاذا كان ( 1) ع (< 3 1) أ كان + من يا م فأنبت أن 
1 >1 » 
ال سه 7*7 +1 5-2 » حيث 7 خطبي ومحدود ءه بين أن 
8 جل (5)7 0-و موجود ٠‏ 
ل برهن بأن الشرط اللازم والكافي كي يكون للمؤشر الخطي المحدود 
#تجير :+ على فضاء هلبرت 77 مدى ذو بعد.منته هو أن يكون بالامكاد 
تمثيل + بالشكل ‏ * 


81 ء عا ,ره ] 95 الل مون 
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(هؤثر النقل الايمن ) ٠‏ نتن )0 متتالية متعامدة : منظمة في فضساء 

هلبرت الفصول # » ولنمرف مؤثر النقل الايمن بأنه الأؤثر الخطي ‏ 
برجي :2 بحيث أن 1ه بيع - 1 * قسر مبرر التسمية ٠‏ 


أوجد المدى والفضاء الصفري والنظيع ومؤثر هلبرت المرافق للمؤّثر + ٠‏ 


ال 727 اك ١‏ 


٠١"‏ الؤثرات المترافقة ذاتيا والواحدية والناظمية 


إيمكن تحديد صفوف اللؤئرات الخطية المحدودة ذات الاهمية العملية الكبيرة 
باستعمال مؤثر هلبرت المرافق على النحو التالي : 
؟سءاس1ا تعريف ( الأؤثرات المترافقة ذاتيا والواحدية والناظمية ) 

يقال عن مؤثر خطي محدود #4 ج بعر : على فضاء هلبرت 8 إنه 


مترافق ذاتيا ( أو قرين ذاتيا ) أو هرميتي اذا كان ,7*1 7 
واحدي اذا كان 7 متباينا وغامرا وكان بع 1# 
ناظمصي اذا كان 1*1-*7 ارو 


ويعرف مؤثر هلبرت المرافق *_ ل بالمساواة )1( من التوه اي 


.(«*1 ,) > (ر 15) 
واذا كان 7 مترافقا ذاتيا »فاننا نرى بأن الدستور يغدو بالشكل 
19 ) > (ر 15) )1( 
اذا كان 7 مترافقا ذاتيا أو كان واحديا » فانه ناظمي " 
يمكن أن نرى ذلك رأسا من التعريف ٠‏ وبالطبع » فليس لزاما على المؤثر 
الناظمي أن دكون مترافقا ذانيا أو واحديا ٠‏ فمثلا » اذا كان يجيي بر المؤثر 
المطابق » فان :7-2 ناظمي لان 2:1 -*7 ( راجع سسه: ) » وبالتالي فان 
7-41 *7 -*471 في حين أن 1*1 0 » كما أن ]زو د اس »7 . 
وننتج المؤثرات غير الناظمية ببساطة من المثال التالي ء ونورد في المسألة 1٠‏ 
من اليند ية مؤثرا آخر 7 » الامر الذي نئرك اثباته للقارىء ٠‏ 
هنذا ونستعمل المصطلحات الواردة في التعريف ا في صدد 


جحد ةو ات 


فيمايلى: 
؟سهءأس؟ مثال ( المصفوفات ) 

لنأخذ "© حيث الحداء الداخلى معرف بالمساواة ( راجع عساا_؛ ) 

"عا > (ررعد) 2( 

بغرض أن « و ر يكتبازعلى شكل متجهين عموديين » وأن 7 تعني المنقول ٠‏ لذا 
فان (ز 00 نوع) دآع كما أننا نستعمل ضرب المصفوفات العادي 3 

ليكن ع مب * :7 مؤثرا خطيا ( وهو مؤثر محدود بناء على المبرهنة 
صبيم) ٠‏ فاذا أعطينا قاعدة ل 6 » فيسكن تمثيل 7 ومؤثر هليرت المرافق له 
*1 بمصفوقتين مربعتين « »ا 4# وليكونا مثلا 4و8 على الترتيب ٠‏ 

فاذا استعملنا (2) والقاعدة المعروفة وكيم :ررق حول منقول الجداء : 

"له ”ء - و"(عم) - زر ,1) 
وأن 
7 "عد ع زر *1 ,2 
. نستنتج يناء على (1) من البند سمه أن الطرفين الايسرين متساويان أبا كان > 
:و امن ”+ لذأ يجب أن يكون 45-8 » وبالتالي يكو" ' 
'م-8 

وبذا تتوصل الى النتيجة التالية : 

اذا أعطيت قاعدة ل "© » وكان مؤثر خطي على *© ممثلا بمصفوفة معينة » 
فان مؤثر هلبرت المرافق يمثل بالمرافق العقدي لمنقول المصفوفة . 

ش اك 1 


وبالتالى » فان المصفوفة الممثثلة 

هرميتية اذا كان 7 مترافقا ذاتيا (.هرميتيا ) 

واحدية اذا كان 7 واحديا 

ناظمية اذا كان 7 ناظميا ء 

وبصورة مماثلة » فاذا كان © جه :25 “4 مؤرثرا خطيا » فان المصفوفة 
0 ع د 

حفيقية متناظرة اذا كان 7 مترافقا ذاتيا 

متعامدة اذا كان 7 واحديا * 

ومن المفيد في هذا الصدد أن نعيد الى الذاكرة بعض التعاريف ٠‏ نقول عن 
مضفوفة مر بعة به)- م انها: . 

هرميتية ١‏ ذآذا كان مم-'ثم ش (اذن ممدوة ) 

هرميتية تخالفية اذا كان 4- - ! اذن مره دبية ) 

واحدية الأاكان -م-”مر 

ناظمية اذا كان مم - قم 
ونقول عن 0 ئة قيقية (يربه) - مم انها 

( حفيقية ) متنلظرة اذا كان م 52م ( اذن »هد ينه ) 

( حفيقية ) متناظرة تخالفية اذا كان .م--7م ( اذن مره دنه 

متعامصدة اذا كان 1م دام ٠‏ 
لذا فان المصفوفة الهرميتية الحقيقية هي مصفوفة متناظرة ( حقيقية ) » والمصفوفة 
الحقيقية الهرميتية التخالفية هي مصفوفة ( حقيقية ) متناظرة تخالفية » والمصفوفة 
الحقيقية الواحدنة هى مصفوفة متعامدة * ( .ينسب اسم المصفوفات الهرميتية الى 
الرياضي الفرنسي شارل هرميت ١1856‏ ل ١ء9ا‏ م٠‏ ) 8٠‏ 

لنتنقل الى المؤثرات الخطية على فضاء هلبرت الكيفية لابراد معيار هام 
وبسيط للترافق ذاتيا ٠‏ 


سر 


ب 511 بم 


؟.!؟- مبرهئة ( الترافق ذاتيا) ِ- 
ليكن. 4 جب م, :27 همؤثرا خطيا محدودا على فضاء هلبرت 27 ٠‏ عندئذ 
نجحد ما يلسي 


41 اذا كان 7 مترافقا ذاتيا » فان (+ :1) حقيقي أيا كان من 2 . 
(ب) اذا كان بع عقديا وكان (.:1) حقيقيا أيا كان ع من :رء فان المؤثر 1 
مترافق ذانيا ٠‏ 
البرهان : 
(0) اذا كان 2 مترافقا ذاتيا » فاننا نجد أن - 
(١‏ 15) > (18 ,د) > ( ,150) 
أيا كان هوبالتالي فان. :+ :2) حقيقى لكونه مساويا لمرافقه العقدي ٠‏ 
67 د *1) > ( "1 ,د) - ( 190) ح (عد ب190) 
لذافان 
(* ند(*1 -'1)) > (عا ,د *1) -( 19) 0-2 
ورف على هاذ أن 0-*7-7 بناء على الشدق (ب) من التمهيدية بهم وذلك 
أمر بين ذلك أنه اذا كان حقيقيا » كان الحداء الداخلى عدد حقيقى » وعندئد 
نكون (50) حقيقيا دون فرض أي شروط أخرى على المؤثر الخطي 7 ٠‏ 
ان مركب متوثرين مترافقين ذاتيا غالا ما يرد فى التطبيقات » لذا فان 
الميَرهنة التالية لاتخلو من فائمدة فى هذا الصدد ٠ه‏ 


كك 


) مبرهنة ( الترافق ذاتيا مركب مؤثرين‎ 61١-18 


الشرط اللازم والكافي كي يكبون مركب مؤئريسن خطيين مترافقين ذاتيا 
ومحدودين 5 و 7 على فضاء هلبرت ع مترافقا ذانيا هو أن يكون هنان المؤثران 
تبادليين ( قابلين للمبادلة ) » أي أن يكون 


51-5 


البرهان : 

لدينا استنادا الى (ه6) من البتد السابق والى الفرض ما يلو 

5 - *و*] - *(51) 
لذافان 
ال ولد أ *(51) 51-2 

وبذا يكتمل البرهان 8٠‏ 

ان متتاليات المؤثرات المترافقة ذاتيا ترد في مسائل متنوعة » ونسوق في هذا 
الصدد الممرهنة التالية : 
؟.1ه مبرهئة ( متتاليات المؤثرات الكترافقة ذاتيا ) 


لتكن (17) متتالية مسن امؤنرات الخطبة المحدودة والترافقفة ذاتيا 
+282 :12 على فضاء هلبرت 2 ٠‏ لنفترض أن (:1) متقارية من 7 »6 أي أن 
0جل| -1|] » حيت |١|‏ هو النظيم على الغضاء (8)81,8 ( راجع البنسد 
5ب١٠) ٠‏ عندئف تكون النهاية 7 مؤثرا خطبا محدودا ومترافقا ذاتيا على ير . 

1 البرهان : 

يجب اثيات أن 7ع*7ا ع وهذا ناتيج من 0-|*7-7| ٠‏ ولاثبات المساواة 

الاخيرة » نرى أنه بناء على به 4 و #فب؟ تكون 
1 -.1| > |*2 .)| | -*ر| 
ا كك 


ثم_نجد استنادا الى متباينة المثلث في.8)80 أن _ 


“.الع كي - ماح اد 2ك |* م 
7-1 |سدم خا مد 
0-2 0 هجا 2212-2 
لذا فان 0-(|*2-7( ء أي أن »2 .٠ق‏ 
ان هذه المبرهنات تمدنا بفكرة سيطة عن الخواص. الاساسية. للمؤثرات 
الخطية اأترافقة ذاتيا + وهي تقدم لنا العون كذلك في أبحاثنا المقبلة » ويخاصة 
فى النظرية الطيفية لهذه الزارات (النمل التاسع: ) » حييث سنسوق خواص 
أخمرق ٠‏ 58 
سننتقل الآن الى المؤثرات الواحدية وتنعرف الى بعض من خواصها 


٠ الرئيسسية‎ 


١1س‏ مبرهنة ( المؤثر الواحدي ( 
ليكن 4غ ب 8 :0] و2 ج هر ٠7:‏ مؤثرين واحديين » حيث نفترض هنا 24 
فضاء هلبرت . عندئذ نجد التالي : 
)2 'ا أيزومتري ( راجع ١سساب١‏ ) » وبالتائي يكون || - :1 أيا كان 
عد مسن ]ع 6 
(ب) 1-|نا|] » شريطة أن يكون (#0ع »> 
(ج) ااؤثر' 7]( الذي يساوي *ن )واحدي » 
«6©) لان وأاحدي » 
وفصضلا عن ذلك فان | 
6 الشرط اللازم والكاني كي يكون مؤثر خطي محدود 1 على فضاء هلبرت 
العقدي بع واحديا هو أن يكون 7 ايزومتريا وغامرا ٠.‏ 


سم 5168 سدم 


المرهصان : 


0 يكن أذ ترق هذا النق من أكون / 
“لا:إ| - (ة ,::) - (يانا *ن] ,) - (ولآ ا 


(ب) هذا الشق ينتج مباشرة من (9) ٠‏ 
(ج) الها كان ن متباينا وغامرا » فان 0 ,يكون كذلك » وبالتالي نجد وفق 
حمفمه: أن 


1 (1سل]) انا - *#*لع > *زادل]) 
(د) أن لان متباين وغامر » وعندها تعطى م#به؛ و ١١‏ ما يلى : 


ورا ) ع أدر] سر ع *ل] +17 > *(7اا) 

(ه) ان صحة هذا الثسق “تنتتج من كون *ح-1-ن ومن أن 
1ع 1 لل ع أدزال .* 

(و) لنفترض 7 ايزؤومترنا وغامرا ٠‏ يما أن الايزومترية تقتضي التباين » ” 
فان 7 متباين وغامر ٠‏ سنبين أن 27-1 -*7 ٠‏ لدينا استنادا الى الأبزومترية ' 
ما يلي : 

.(* ,19) > (« ,<) ع (12 ,15 ) ع زر 1 *1) 

وبالتالى فان 

))1* - 0ع ع 7ط‎ ١ 
ينتج من هذا أن‎ ٠ إذف5-1-0* وفق التمهيدية صمحم » أي.أن ع دم*‎ 

7111 171-12 *1)1 ع راسو ) *71 د 1 

نترتب على ما سبق أن 7*1 7*7 » وبالتالي يكون :7 -*7 ء الامر الذي 
يعني أن 2 واحدي ٠‏ أما العكس فواضح نظرا لكون ج ايزومتربا 00 
وغامرا تعرسًا 8٠‏ 


لاحظ بآن المؤثر الايزومتري ليس 5 بالفرورة » ذلك أنه قد 7 


بم ©]؟ ند 


عامترَا» وكمثال نور مؤثر التقل الاين 2-2 7 المحدد بالدستور 


0ك رك بك ,ب )0‏ جسم (20.روك روك ورع) 


حيث 7إء (ع) م 


مسائل 


» وكان » و م عددين حقيقيين » فبين أن 7م+و» -# مترافق ذاتيا ٠‏ 


؟ س كيف يمكن استعمال الممرهنة هسك" فى اثبات الممرهنة ءاه فى 
حالة فضاء هلبرت العقدي يع ؟ 


+ ب بين أنه.اذا كان يم جيم :+ مؤثرا خطيا محدودا ومترافقا ذاتيا » فان “7 
كون كذلك » حيث 7 عذد صحيح موجب ٠‏ 
ل بين بأنه اذا كان 7 مؤؤثرا خطيا محدودا على 7غ » فان الموثرين' 
رودي لط دير و« بج 1د 9و0 
22 2 1-5 
مترافقان ذاتيا ٠‏ بين أن 
7-117 ع *1 11 +1 ع1 
أثبت خاصة الوحدائية 34 أي أن 15 + رق 11-2 +17 تقتضي +7 رق 35 1 دوق 
نفترض هنا أن ,ى و ,5 مترافقان ذاتيا ٠‏ 


ه د ليكن ص مص بم مؤثرا معرفا بالمساواة «(,هض-, ,يك +يع) -» » حيث 
٠ »-),,-‏ ( لتعريف © راجع +ل!!؛ ) ٠‏ أوجد *7 ٠‏ بين أن 
٠ 7*7- 27* - 1‏ أوجد ,7 و32 المعرفين فى- المسألة ع ٠‏ 


ب-5186؟ ده 


5 اذا كان ويب :7 مؤثرا خطيا محدودا ومترافقا ذاتيا » وكان وممج1 ء 
فان 70 ٠‏ أثبت صحة هذا القول فى كل من الحالتين التاليتين : 0( 
عندما يكون ...,2,4,8,16-,ر © ب عندما يكون بوء ٠0‏ 

7 س بين بأن المتحهات العمودية في 5 واحدية تشكل محموعة متعامدة 
منظمة بالنسية للحداء الداخلي ء الى ٠‏ 

+ ل أثبت أن المؤثر الخمطلي الابزومتري ومسي بج يحقق المساواة ردم ٠‏ 
حيث : هو المؤثر المطابق على م ٠‏ 

ه ب بين بآن المؤثر الخطي الايزومتري وغير الواحدي يو مسبم بم ينقل فضاء 

٠١‏ ليكن عا فضاء جداء داخلي و يرم ير بج مؤثرا خطيا ابزومتريا ء فاذا 
كان ه>2< سنك » فبين أن 7 واحدي ٠‏ 

٠ التكافق الواحدي ) . ليكن 5ى و 7 مؤثرين خطنين على فضاء هليرت يرا‎ ( ١ 
تقول عن المؤثر ى أنه مكافىء واحديا للمؤثر 7 اذا وجد مؤثر واحدين‎ 
على 8 بحيث نكون‎ 

.*1نا ‏ تناتن - و 
فاذا كان 7 مترافقا ذاتيا ء فبين أن ى مترافق ذآتيا + 

١١ل‏ بين أن الشرط اللازم والكافي كي يكون + ناظقنا هو أن يكون 7 و ,7 

«اب اذا كانت 12,000 عم يع ديع :2 مثا تخطية ناظمية » وكان 7 جب 2 , 
فبين بأن 7 مؤثر خطى ناظمى ٠‏ 

1ل اذا كان و و + مؤثرين خظيين ناظسين يحققان المساواة و*7-*رو» وكان 

ج*وع *و7 6 فبين بأن مجموعهما 5+1 وحداءهما 51 ناظسان 3 


ب 519 سم 


5 ىا 29-2086 ددج 
4-3 


تين أن الشرط اللازم والكافي كي يكون مؤثر خطلي محدو ع جه 
على فضاء هلبرت العقدي بر أناظميا هو أن تكون 0 ليما آنا كان + 
من براه أثيت بالاستعانة بهذا أنه اذا كان 7 مؤؤثرا خطيا :ناظميا فان 


.م 
لسعو : 


]ا 


لد ]لس 


القصرالايع 
ممرهنات أساسية حول الفضاءات المنظمة 
وفضاءات باناخ 


مكننا القول بأن هذا الفصل بحسوي أسس الفظرية المتقدمة للفضاءات 
المنظمة وفضاءات باناح 3 والتي لولاها لانت الفائدة التى نحنيها من هذه 
الفضاءات وتطبيقاتها جد محدودة ٠‏ والممرهنات الهامة الواردة في هذا الفصل هى 
تازن هات حا ولاج وإطبيرة الجدورة انه وشجري قطن ال 
ونظريةالبيان المغاق ٠‏ وتشكل هذه المبرهنات حجر الزاوية في نظرية فضاءات 
بافاخ ( علما بأن المبرهنة الاولى تسري على أي فضاء منظم ) ٠‏ 


03 د 55 0 
توجيه مختصر حول المحتوى الرئيسي 
١ .‏ ب مبرهئة هان ب باناخ ١4‏ ( وشكلاها الآخران 6س( و 
مس" ) » تدور حول تمديد الداليات الخطية على الفضاءات المتجهية ٠‏ و 
تكفل كون الفضاء المنظم ذا مخزون وفير من الداليات الخطية © بحيث اننا نحد 
نظرية ملائمة للفضاءات الثنوية ونظرية مرضية للمؤثرات المرافقة ( البندان هه 
وكل5)ء 


1ة]؟ د 


أت سسرهنة المحدودية ال مننظهة - لام لاسا وشتاشهاوس- ٠‏ تعطمنا 
هذه الممرهنة الشروط الكافية كي تكون المْتتالية ((110) محدودة » حيث «1 
مؤثرات خطية محدودة من فضاء باناخ في فضاء منظم ٠‏ وله 'تطبيقات متنوعة 
سفيهنا سيط وبعضها عميق ).في التحليل » وبخاصة فيما يتعلق 
سطلطات رن (وسيكة ) + وانتاري القحيف ( البتدان اسيم وتوسية ) + 


جع المتتاليات ( البند ٠١‏ ) » والمكاملة العددية ( البند ١١4‏ ) » وغيرهاء 


؟ - مبرهنة التطبيق المفتوح ٠ 51١5-54‏ تنص هذه الممرهنة على أن كل 
مؤثر _.خطى محدود 7 من فضاء باناخ على فضاء باناح هو تطبيق مفتوح » أي أن 
صور المجهوعات المفتوحة وفق 7 هى مجموعات مفتوحة ه لذ فانه اذا كان 1 
مشاينا وغامرا » كان 7-1 مستمر! ( «مبرهئة العكس المحدود) ) . 

؟ ب مبرهنة البيان المغفلق 5لزاس؟ ٠.‏ تعطى هذه الممرهنة الشروط التي 


تجعل من مؤثر. خطي مغلق ( راجع ١١4‏ ) محدؤدا ه وتتمتع المؤثرات الخطية 
المغلقة بأهمية كبيرة فى التطبيقات الفيزيائية وغيرها ٠‏ 


1-57 تمهيدية زورن 


ستحتاج الى تمهيدية زورن فى اثبات مبرهنة هان ب ؛ افاج 'الاساسية » والتى 
هي مبرهنة حول تحديد الداليات الخطية » وهي هامة لاسباب سناتي على ذكرها 
لدى صياغتنا للمبرهنة ٠‏ ويوجد لتمهيدية زورن تطبيقات متنوعة 6“سنعرض لاثنين 
منها في موضع .لاحق من هذا البند ٠‏ ودعامة هذه التمهيدية مجموعة مرتبة جزثئيا 
نعرفهما.فيما يلي : 


11-5 تعريف ( المجموعة المرتبة جزئيا » السلسلة ) 


المجدوعة الركنة خزنيا .عي متنوعة هد عرفنا ليها ترتييا خرليا + ومو 
علاقة ثنائية نرمز نها ب > وتحقق الشروط التالية : 


ا 


ل2ج١)‏ مده أنبا كان ع من ير ( خاصة الانعكاس ) 

(تج؟) اذا كاذ زودم و مهم »ء فان مم ( خاصة التخالف ) 

رهج اذا كان وده وموم » فان 26م ( خاصة التعدي ) 

ان كلمة « حزثيا » توكد بأن)د قد تحوي عنصرين م و م بحيث أنه 
لا تتحقق أي من العلاقتين 6ه و »>ث ٠‏ وفي هذه الحالة تقول عن + و م 
انهما عنصران غير متقارنين ( أوغيرقابلين للمقارنة) ٠‏ وبالمقابل » فاننا نقول عن 
عنصرين © و ( انهما متقارنان ( أو قابلان للمقارنة ) اذا تحققت العلاقة م 43 
أو العلاقة مودة ( أو كلاهما ) ٠‏ 

المجموعة المرتبة كليا ( أو السلسلة ) هي مجدوعة مرتبة جزئيا كل عنصرين 
فيها قابلان للمقارنة ٠‏ وبعبارة أخرى » قان السلسلة هي مجموعة مرتبة جزئيا غير 
حاوية على عناصر عير قابلة للمقارنة ء 

المنصسر الراجسح لمجموعة جزئية به« من مجموعة 86 مرتبة جزئيا 
هو عنصر ب من بر بحيث أن 
ب كير أنا كان من 1377 


( ان اام ل يزو 1:وعو قد يكن موجودا » وكد لا يكون ) + "وضيزف 
المنصر الاعظمي ل ز بأنه عنصر ,م من 4و بحيث أن 


دك» تقتضي » حت إرور 


( ومرة أخرى قول بنكو قد تحوي عنامر أعطشية » وقد لا تحوي ملل مسة, 
1 العناصر اه لاحظ أيضا أن العنصر-الاعظمى ليس بالضرورة عنصرا راجحا ) 8٠‏ 


أمثلة 


115 الاعداد اللحقيقية ٠.‏ 


لتكن 24 مجموعة كل الاأعداد الحقيقية » ولنفترض أن للعلاقة 5+ 


981؟ عمسم 


لتكن )© مجموعة قوة ( أي مجموعة أجرزاء ) مجموعة معطاة © » 
ولنفرض أن 8ل تعني و م » أي أن 4 جزء من ه ٠‏ عندئذ تكون 4169 
مرتبة جزئيا ٠‏ ان العنصر الاعظمي الوحيد ل )© هو هراءه 
ات المرنبات من بالاعداد . 

لتكن 34 مجموعة كل المرتبات» (6 ٠0,‏ )> ؟ وزرره ,00.,ي) در,..من 
الاعداد الحقيقية » وليكن «ك* يعني أن (:5 6 أباكان», 1,0٠:‏ - زوحيث للمتباينة 
ك5 معناها المألوف ٠‏ أن هذا بحدد ترتيبا جزثيا على 14 ٠‏ 
؟5ساسه الاعداد الصحيحة 0 

لتكن 84-1 مجموعة الاعداد الصحيحة المؤجبة ء فاذا افترضنا أن > مم 

هنالك أمثلة آأخرى أوردناها فى مجموعة المسائل 3 

وباستعمال المفاهيم الواردة فى ادا 2 فمن الممكن صساغة تمهيدبة 

زورن التي نعتبرها موضوعة”(* » على النحو التالي : 
15س" تمهيدية زورن ش : 

لتكن 14 مجموعة غير خالية مرتبة جزئيا » فاذا افترضنا أن لكل سلسلة © في 
عنصا راجحا » فانه يوجد ل 34 عنصر أعظمي واحد على الاقل :. ش 
5-١1-/ا‏ قاعدة هال 

لكل فضاء متجهي (0/إععرير قاعدة هامل ٠.‏ ( راجع البند ٠ ( ١5‏ 


يه تستعمل التسمية «تمهيدية» لاسياب تاريخية . ويمكن استنتاج تمويدية زورن 

من موضوعة الاختيار » التي تنص على أنه يوجد لكل مجموعة معطاة م تطبيق 

» ( هو «تطبيق الاختيار» ) معرف على (ع)ه ويأخل قيمة في عم » بحيث 

أنه اذا كان عرع هر و 8#*2 4 فان هوره)مء . وبالعكس » فان هذه 

الموضوعة تنتج من تمهيدية زورن ؛ وبالتالي فان تمهيدية زورن وموضوعة 
الاختيار يمكن اعتبارهما موضوعتين متكافلتين ٠‏ 


95]؟ نسم 


البرهان : 

تتكن بد مجموعة كل المجموعات الجزئية المستقلة خطيا في براه بما أن 
(0< » فهنالك عنصر 0عدد بحيث 6,رعم) » وبالتالي فان ص برود. ان علاقة 
الاحتواء تعرف ترتيبا جزئيا على بهد ( راجم  )#”١4‏ ولكل سلسلة © محتواة 
في #4 عنصم راجح »؛ ألا وهو اجتماع كل المجموعات الجزئية في عر التي 
هي عناصر من © ٠٠‏ اذا استندنا الى تمهيدية زورث » فاننا نرى أنه يوجد ل كر 
عنضر أعظمي ع » وسنبين الآن أن 8 هو قاعدة هامل ل غ٠‏ ليكن 8.مومة نوه 
عندئذ يكون لا فضاء جزئيا من >ز » كما أن “دحلا لانه اذا لم يتحقق هذا لكانت 
غ2 لاع 2 ,(2الا8 0 ي انماما 8 كمجموعة جزئيُةة» 
وهذا يناقض كون 8 عنصرا أعظميا ٠‏ 
1-5سلُم الجموعة المتعامدة المنظمة الكلية 1 

توجد في كل فضاء لهلبرت (0 1 مجموعة متعامدة منظمة كليسة 
( راجع البند له ) ٠‏ 


المرهان : 

لنتكن 34 مجموعة كل المجموعات الحزئية المتعامدة المنظمة فى بع ٠‏ يما 
أن (10 8 فانه يحوي عنصرا. #0« » كما تشكل. () مجموغة جزئية متعامدة 
منظمةفي 14 »حيث ”ادم ٠١‏ لذافان © مويق ١ان‏ علاقةالاحتواء تعرف تراتييا 
جزئيا على بهو ٠‏ وما كان لكل شلسلة © محتواة في )« عنصر راجح ء 
الا وهو اجتماع كل.المجموعات الجزئة في ا التى هي عناصر من ح » فانه بترتب 
على تمهيدية زورن انه يوجد ل24عنصمر أعظمي جر ء وعندئذ نرى استنادا الى 
الممرهنة ب ؟ أنه يوجد عنصر غير صفري اح في بم بحيث أن ارج + وبالتالي 
فان المحموعة انام دم »ا حيث 2أ دادع متعامدة منظمة » و م مجموعة 
جزكية محتواة تماما في ,5 » وهذا ,يناقض كون م عنصرا أعظميا 8٠‏ 


مسائل 
تت تحقق من صحة الدعاوى في الثال ”ام 
#8/ا؟ سد المدخل الى التحليل الدالي مم1 


3 لتك ع مصمعة كا الد.!ط! إلصقتة اله : ع 
عد سات مسجسوعة كل لدوال الحقيقيه امستمرة »م علحى_الفترة [0+1] 35 


ولنفترض أن م تعني 0)نركة )ع أنا كان + من [0,1] ”+ بين أن هذا 
يعرف ترانيبا جزئيا ٠‏ هل هو ترنيب كلي ؟ وهل ,يوجد ل عناصر أعظمية ؟ 


م ا بين بأن مجموعة كل الاعداد العقدية و2 ونج دس ... سكه 
ترانببها حزكيا بافتراض أن 2 تعني أن »5ح و و5درز 6 حيث تعني 
الاشارة 3 المعرفة على مجموعة الاعداد الحقيقية اشارة التباين المألوفة 


على ع ٠‏ 
؛ ل أوجد العناصر الاعظمية فى م3 بالنسية للترتيب الحزئى فى المثال واه » 
حيث 6د هي : 


9) (4,3,4,8 » (ب) مجموعة كل الاعداد الاولية ٠‏ 

ه . برهن بأنه يوجد للمجموعة 4ه المرتبة جرثيا والمنتهية عنضر أعظمى واحصد 
على الاقل .٠‏ 2 

١‏ لس ( العنصر الاصفر » العنصر الاكبر ) بين بأن كل مجموعة مرتبة جزئيا ب« 
يمكن أن يوجد فيها عنصر واحد على الاكثر م بحيث يكون ده أيا كان 
من يج ؛ وعنصر واحد على الاكثر و بحيث يكون 00-0 أبا كان ع من 
و٠‏ | اذا وجد العنصس ه ( أو ف ): فاننا نسميه عنصرا أصفر ( أو 

٠‏ ب ( العتصير القاصصم ) يعرف العتصسر القاصسر لمجموعة جزئية 
غير خالية 4 من مجموعة مرتبة جزكيا موء بأنه عنصر »م من بع بحيث يكون 
ركع أيا كان رمن لم ٠‏ أوجد العناصنر الراجحة والقاصسرة 
للمجموعة (44,6- م في المثال ولإسدهة ٠»‏ 

+ ب يعرف الحد الادنى لمجموعة جزئية غير خالية .م من مجموعة مرتبة جزئيا لا 
بأنه عنص قاصر #للمجموعةاه' بحيث تكون > أيا كان 
العنصمر القاصر : للمنجوعة م » وتكتب عاةة 4 مزع ماهاعدءء 
كذلك » فاننا نعرف الحت الاعلى ل لم الذي رمز اليه ب م منة- 4..م.ن.! 2 بر 


5984 ند 


بأنه عنصر راجح ول 4م بحيث يكون #>: أيا كان النمر 
الراجح » ل 4ه ٠‏ (7) اذا وجد للمجموعة مه حد أدنئ » فبين أنه 
وحيد ه (ب) حدد كلا من زه بها .طاع ف (8.ه) دا في المثال 
ل 

ل (الشيكية ) ٠‏ الشبكية هي مجموعة مرتبة جزئيا ب« بحيث يوجد لكل 
عنتصرين * و برقيها .6.ا.ع لسر لهي رمع ) ف نطنا (ترمزلهةيب 
و“ )ء بين بأن المجموعة المرتبة جزئيا في المثال "١4‏ هي شبكية » 
حبيمث 4068 - ظمك , لاه دهم ٠‏ 

٠١‏ يعرف العنصر الاصفري لمجموعة مرتبة جزئيا هو بأنه عنصر ,م من )ب بحيث 
أن دم تقنضي أن يكون مدير ٠‏ حدد كل العناصر الاصغرية فى الشق 
(0) من المسآلة ع ٠‏ 1 


15-5 مبرهئة هان ‏ باناخ 


ف البند القادم أن هذه الممرهنة تكفل وحود عدد وقير من الداليات الخطية المحدودة 
على فضاء منظم » بحيث أننا نجد نظرية مناسبة للفضاءات الثنوية التئى تشكل 
قسسما أساسيا من النظرية العامة للفضاءات المنظمة * وفى هذا السياق تغدو 
مبرهئة هان ‏ باناخ واحدة من أهم المبرهنات المتعلقة بالمؤثرات الخطية المحدودة. 
وفضلا عن ذلك » ذفان دزاستنا ستبين بأن هذه النظرية تحدد المدى الذي يمكن 
لقيم دالى خطى ادراكه ٠‏ وقد تم اكتشاف هذه الميرهنة من قبل هه هان 
( اكوا )2 ثم أعاد اكتشافها » ولكن بصفتها العامة الحالية » س٠‏ باناخ 
(5كوا م ( 4 ومن ثم عممها هه بو نليلاست وزوشيك على الفضاءات المتجهية 
العقدية (ه*مو١‏ م). 
وبوجه عام » ففي . مسائل التمديد » نآخذ شيئا رياضيا ( تطبيقا مثلا ) معر 


م ولا د 


م 247 كك عم تمدد هنأ الء ل 
من ا الي ء من 2 الى 


مدي بلك د 0 الرئيسية للشىء سارية على الشيء 
الممدده . 


و الشيء الذي تعالج مبرهنة هان ‏ انا مسألة تمديده هو دالي خطي 1 
معرف علىفضاء جزئي :2 من فضاء متجهي عر »بفرض أن / بتمتع بخاصةالمحدودية 
التي سنعرفها بدلالة الدالي الخطي جزئيا » وهو دالى حقيقى م معرف على فضاء 
متجهي عر بحيث يتحقق الشرط ( الذي يسمى شرط الجمعيئة جزئيا) ٠‏ 


ع 


أيا كان 66 اد (بر)م + (ع)م ع زر + عام لق 
والشرط ( الذي يسمى شرط التجانس ايجابا ) ٠‏ 
أيا كان 0ه في © وأبا كان يعبر ' («)مه ع (ع«يهام )122 
( لاحظ بأن النظيسم على فضاء منظم هو دالي من هذا النوع ) ٠‏ 

سنفترض أن قيم الدالي المعرف على ج الذي يطلب تمديده لا تتجلوز قيم 
دالني :م معرف على يز » وستحدد م من ج الى جر دون أن فقد صفة الخطية 
ودؤن أن بتجاوز قبم م » وبالتالي سنمدد م الى دالني 7 على + خطي وقبمه 


لا تتجاوز قيم. م » وهذا هو جوهر المبرهنة + سنفترض الآن أن + حقبقي » 
وستعالج في البند العالى قعميما للنترخلة ين نفترض 2 فضاء متجهيا عقديا ٠‏ 


1 


ادا مبرقنة هان نت باناخ ( تهديد الداليات الخطية ) 


ليكن +ن. فضاء منجهيا حفقياسو- (. ذاقنا خطنه-جرنياطى. ير ١‏ لتفترض عذلك 
أن م دألي خطي معرف على فضاء جزني. ج من عر ويحقق الشرظ 


أيا كان « من :2 وم كممر © 
عندها يوجد ل , ممدد خطي 7 من 2 الى ع يحقق الشرط 
أيا كان من عر عام كما 35 


أي أن 7 هو دالي خطي على ير يحقق ر*3) على عر ويحقق الساواة 0)/-(7)5 
ايسا كان * مسن ١.2‏ 
]ل سس 


المرهصان : 
سننجز البرهان وفق الخطوات التالية : 
)0( تأخذ المجموعة 8 المؤلفة من ككل المنددات الخطية م للدالي / والحققة 


للشرط (*)م 6ة(*)م على ساحتها )9 » ونبين أن 8 يمكن ترتيبها جزئيا وأن 
تمهيدية زورن تكفل وجود عنصر أعظمي / ل 8 ء : 


ب نثبت أن ا 0 3 


7 لنتتقل الآن الى اثبات الشق الاول ٠‏ 
() لتكن ع مضوعة كل المددات العتلاة 8 ل / المحققة للشرط 
أيا كان م من (ه)ه (0)م>نم)ع 


من الواضح أن 2عوع », ذلك أن هعم ٠‏ يسكننا أن نعرف على ص ترتيبا جزيا 


تع 0 تعني أن / هو ممدة ل 8 
أي أن .لدينا تعريفا ()9د(9)0 ف )ع )م أيا كان. > من (ج) * 


3 من أجل أي سلسلة © محتواة في ب الدالي ج بالكل 


4 اذا كان (م)©#ع («)ع - رماع 
ان ثم هو دالي خطي وساحته 
,(9)8 لا -(9)8 
©6ععه 
هي فضاء متجهي » ذلك أن © سلسلة ٠‏ ان تعريفنا ‏ خال من الغموض » ذلك 
أنه اذا كان (02)82(,ع)9 ع » حيث © ع يع ,رع © فان )0د م -2),م نظرا لكون 


كد رود كك 


ع سلسلة -وهذ١‏ يقتضي أن تكون 8 81 و 28 من من الواضح أن 2-8 
أبا كان جع من © ٠‏ لذا قان خ عنصر راجح ل 6 ء ولما كان 8ء6 
اختياريا » فان. تمهيدية زورن تقتضي أنْ بوجد ل ع عنصر أعظمي جم + واستنادا الى 
تعريف 8 » فان / .ممدد خطي ل / يحقق. الشرط 

.)هع («)م 5( 4( 

ب ستبين الآن أن 8)© تساوي ع بأكمله ٠‏ لنفترض مؤقتا أن هذا 
” من ع المولد ب )© و دلا ه لاحظ أن 0 لان 8)هع0 ٠‏ من الممنكن 
كتابة أي عنصر ير من لا بالشسكل 

.)هء ىر ولإيه + بو ع عر 
ان هذا التمثيل وحيد » ذلك أن المساواة ,نرم + توع يبرم + مر حيث ()9وء ور تقتضي 
المساواة ,بر(» - 8) - تز-بر 4 حيث 907 تدر “اي جد أن 6907« > 
ب ا عسوو - » وهذا به يقتضي المساواة 0- ع0 -8 » التي 

نى الوحدانية ٠‏ 


ستئعرف الدالي 8 على 78 بالمساواة 


عه + ()7 > (رريه + إايع 5( 
حيث © أي عدد حقيقي ثابت ه من السهل اثبات خطية بع ٠‏ كذلك » ناذا كان 
0-ه » فاننا نجد أن زور - )رع ٠‏ لذا فان يم هو ممدد فعلي ل ث/' بمعنى أنه 
ممدد بحيبث تكون 9)6 هي مجموعة جزئية تماما من (رع)و ٠‏ رنب على هذا 
أنه اذا تمكنا من اثيات أن ممع باليرهان على أن 


أنا كان » من (,م)9 («ام 5 (رايع )6( 
فان هذا يناقض كون / عنصرا أعظميا . وتكون الدعوى 2 ب#(9©)2 باطلة » أى 
تكون الدعوى © - 8)و.:صحيحة 3 


اع - 5 


(ج) وهكذا بحب علينا في الختام اثبات أن.ه ؛ لدى اختيار مناسب ل » 
في (5) بحقق (6) + ش 
لنأخذ أي مر وج في 905 ٠‏ نستنتج عندئذ من (4) و12) أن 
(2 - 0م 5( - جم - (2)] -()] 
(2 - إلا - إبا+ )مع ١‏ 
.(2 ح بحام + + )م كع 
وبنقل الحد الاخير الى اليسار والحد (رم الى اليمين نجد أن 


رار - برع بر)م ع (2) زع برس)وت 7( 
حيث «امثبت ٠‏ وبما أن ١‏ لا يظهر في الطرف الايسر و 2 لا يظهر فى الطرف 


الايمن » فان اللامساواة تظل سارية اذا أخذنا ال مده عندما تمسح المجموعة 
96 في الطرف الإيسر ( ولنطلق على العنصر الناتج 6 » واذا أخذنا ال موف 
وهكذا فان ,تم" » واذا كان هم حقق الشرط ,7ك 05« ؛ فاننا نستنتج 


أنا كان من )9 © 5 (7)2-(2 حرر-)م- (82) 
آنا كان امن )9 (وم- زر + )مود (80) 


سنثبت (6) أولا عندما يكون » ساليا في (5) » ثم عندما يكون وموجيا * فاذا 
كان 0>» فاننا نستعمل (80) حيث نعوض : بالمقدار رم : 


د )1-7 1 06 55 
2 2 2 1ط )م 
ونج بعد الضرب ب 20م- أن 


نبأ كلا له 


6 بتكا الكحوويه 
نستنتج من هذا ومن (5) باستعمال يز بزع + و:.( الواردة قبل ظيل ) صحة 
المتباينة المنشودة التالية 00 
0 : 
.)م > زر جروم)م د 1 سوا - )وه - عو (ر)] > (وارع 


واذا كان 0عدهن نحد أن )6ه وعندئد لا يوجد ما إيحتاج الى برهان ٠‏ أما 
اذا كان 0<» » فاننا نجد باستخدام (م8) بعد تعويض برا ب را-م أن 


323518 


ونحد بعد الضرب ب 0<ه أن 


(0)]- مم - (و) - ور + و )يه كعد 


5 .(ام د عه + (ر)] - دارع 


لتطرح:السوالعما: اذا كان :من المنكن :ابات المبرعتة ‏ السابقة :دوق اللحوء 

“الى تمهيدية زورنءان هذا السؤالهام»وبخاصة لان هذه التمهيديةلا تمدنا بطريقة 
#في الانشاء ٠‏ اذا أخذنا في 59) م بدلا من م » فائنا نجد لكل عدد حقيقي 5 
ممددا خطيا ,م ل م الى الفضاء الجزئي ب المولد ب [«)نا9)0 » ويمكننا اختيار 
ع بحيث أن (ع«ام جك (دارع أنا كان بر من ,2» كما نرى من الشق (ج) من اليرهان 

عند استيدال تم ب م ٠‏ فاذا كان ,2 -< فالمشكلة 'تكون قد حلت ٠‏ أما اذا كان 
,2 خوا » فيمكن أخذ ,2-ءدرء وتكرار الطريقة لتمديد م الى ر2للولد ب ,2 


سد ءخم؟ سدم 


برع كز اروب العوضل الى انين الفضاء اا 2 كل منها 
كما أن اليذه 5 يحقق الشرط ()م 5 أبا كا * من ,2 اء* فاذا كم 


2 لا عير 


اللي 
فان المسألة تكون قد حلت بعد * من الخطوات » واذا كان 
,2 دير 
1 5 
فمن الممكن استعمال الاستقراء العادي ٠‏ بيد أنه اذا لم يوجد ل يامثل هذا ” 
التمثيل » فلا مناص لنا من الاستعانة بتمهيدية زورن في البر هان الذي أوردتاه ٠‏ 
وبالطبع » فقد يكون الوضع بكامله أبسط في الحالات الخاصة ٠‏ وفضا عات 
هلبرت من هذا النمط يسبب تمثيل ريس #يله! » وسندرس هذا في البند 
اي 


مسائل 
ا القيمة المطلقة لويم م تنمتم بالخواصن ني المعبر عنها , د (1) و 


» )2 


د بين بأفة النظيم على فضاء متجمي > هو دالي خطي جزئيا على دا 

مس بين أن 6 هنا - 0م حيث. “اء(يم)-+ والع حقيقي ب بحدد داليا خطيا 
جزثياعلى ٠.‏ 1 

8 ب بين بأن الدالي الخطي جزئيا م ٠‏ بحقق الشرطين 00-0م ف تامع سير ٠‏ 

ه ‏ ( الجموعة الحدية ) اذا كان م داليا خطيا جزئيا على فضاء خطي بر » 


سد لآ مس 


راجم اليد 
جم)ء 

ل اذا كان م داليا وجمعيا جزئيا على فضّاء منظم “ا » وكان م مستمرا في / 

النقطة 0 و 00-0)م » فبين أن م مستمر في كل + من ©را* 

ا ب اذا كأن بم و .م داليين خطيين حزئيا على فضاء متجهى « ؛ وكان ٠»‏ وه 
ثابتين موجبين » فبين أن يم +,م» -م خطي جزئيا على + م 

م اذا كان دالي جمعيا جزئيا على فضاء منظم وغير سالب خارج الكرة 
(: -1|| «افيين أنه غير سالب في كل + من ير * 

1 ل ليكن م داليا خطيا جزئيا على فضاء متجهي حقيقي » ٠‏ لنفترض / معرفا 
على المجموعة («ع» ,رده -:|»اء »)-2 بالدستور (»)م»-(2)/ حيث .م 
عنصر مثبت” من 2 ٠‏ بين أن / دالي خطي على 2 بحقق المتياينة مامك مار ٠‏ 

٠١‏ اذا كان م داليا خطيا جزئيا على فضاء منجهئ حقيقى > » فبين أن ثمة داليا 

ش خطيا 7 على 2 بحيث أن عام 2 ا 2 سام 06 


95 مبرهئة هان ‏ باناخ في الفضاءات المتجهية العقدية 
والغضاءات المنظمة 


التجيية المقدية ٠‏ 0000 


1-9-4 مبرهنة هان ب باناخ ( المعممة ) 


ليكن > فضاء متجهيا حفيقيا أو عقديا » وليكن م داليا خطيا حقيقياعلى < ١‏ 
ولنفترض أن م جمعي حزئيا » أي أنه أيا كان و + من *افان 
(إ)م + زعام ق («+ عام 2( 

ب#52] سد 


( كما في المبرهنة 11-64 ) » ولنفترض كذلك أنه أيا كان العدد > فان 


.(عام أه|- مهام 2( 
لنفترض كذلك أن دالي خطي معرف على فضاء جزئي 2 من عر ويحقق الشرط 
أيا كان + من 2 ()م ك |(«)م/| )3( 


عندقذ يوجد ل م ممدد خطي م من 2 الى عر يحقق الشرط 


أيا كان + من ير (مام 5 مرا 35) 
البرهان : 

)4 حالة الفضاءات الحقيقية ه اذا كان الفضاء ع حققنا » فان المسألة 
سهلة ء عندئد تقتضي (3) أن يكون (مم)م>مم أبا كان بر من جر ء وبالتالى 
نحد اعتمادا على ميرهنة هان أب باناخ :-ىاب! وجود ممدد خطي [ من 2 الى 


غز بحيث تكون 

أبا كان ين من ير )م 05 )4) 

,مام - مام |1 -| - (« ام >(« -] - (7)0- 
أي أن («)م- << )7 ٠‏ بيترتب على هذا وعلى '(4) صحة (*0) * 
(ب) حالة الفضاءات المقدية «ليكن عا عقديا » عندئذ يكون 2 فضاء متجهيا 

عقديا كذلك ٠‏ وبالتالى فان قيم / عقدية ع ويمكن كتنابة المساواة 

62 («)ورة +(« )ل - (*)] 
حيث ,/ و ي/ حقيقيان ء لدنظر مؤؤقنا الى # و ج بأنهما فضاءان متجهيان حقيقيان» 


ولرزت لقا ود و 2 على الترتيب » أن هذا يعنى ببساطة أننا نقصر الضرب 
بالاعداد على الاعداد الحقيقية ( بدلا من الاعداد العقدية ) ٠‏ وبما أن / خطي 


ب لم5] ند 


520000 


على 2 »-وأن ل-,/-وو/- قيما حقيقية فان :/-و-:/ داليان خطيان على بج + كذلك 
فان ()/| ).م نظرا لكون القسم الحقيقي من عدد عقدي لا يتجاوز قيمته 
المطلقة ٠‏ لذا فاننا نجد استنادا الى (3) أن 


أيا كان « من,2 («ام ك ممم 
واعتمادا على مبرهنة هان ‏ باناخ: ١54‏ » فانه يوجد ممدد خطي ,/ ل ,/ من 


الى ,نز بحيث ,تكون 


آنا كان * من ,كز (*)م ع مر 6 


لننتقل الى ور بعد أن درسنا / ٠‏ فاذا عدنا الى بت باستعمال ين +ىم م2 » فاننا 
نحد المساواة التالية أيا كان من 2 
0 


«(#ط)ولا + (عف)ر] > (مدذ)] > (ندالا - [(«)لة + (عا ما 


627 ( )م - د (عايز 6( 


لذا » فاننا اذا وضعنا المساواة أيا كان + من ير 


5 قرلا مر دمر ,0 


ْ فاننا نجد من. (6) أن (م)م- مم على ج » وهذا ببين أن م مسدد ل م من 2 


الى ٠‏ بقي علينا اثبات ما يلي : 
() مم دالي خطي على الفضاء المتجمي العقدي عر . 
() يم بحقق (*3) على جز ٠‏ 
خطية على الفضاء المتجمي الحقيقي ,لا » ونفترض هنا أن 1+م أي عندد 


ب م5 لم 


عقدي حيث ه و م حقيقيان : 


(عدط - عه )و - (ماطز + هار - («(ط1 + ه)) 
0ط - («) زه اذ - )رط +(« )زه - 
[ناة - )را( +م) - 
.()15(7 + ع) ع 
سنثبت الآن صحة (8) ٠‏ نلاحظ أنه أيا كان الذي يحقق المساواة 
0-(*/ » فان (1) .صحيحة لكون 0<(»)م وفق (1) و (ن » راجمع كذلك 


المسألة ٠ ١‏ لنفترض الآأن ع الذي يحقق القشرط 0 («)] « عندئذ سكن أن 


“إرمرا- م وهكذاقاك م" مم- ‏ وص - زع 


وبما أن 269 حقيقي » فان العبارة الاخيرة حقيقية » وهصي بالتالي تساوي 
قسمها الحقيقي ٠ ٠‏ لذا إنترتب على (2) أن 


.إامه (ممام |" د ورث )جه م)ر ع "263 - الك 
وهذا مكثمل البرهان 8 
وعلى الرغم من أن مبرهنة هان . باناخ لا تنص مباشرة على الاستمرار ؛ 
فثمة تطبيق ريسي لهذه الممرهنة بتعلق بالداليات الخطية والمحدوذةء وهذا بعيدنا 
ا عات المنظمة التي لع ترك اعتياينا + وفعلا » فان الممرهنة م١‏ 
نقتضى المبرهنة الاساسية التالية : 


19-5 همبرهنة هان ‏ باناخ ( الفضاءات المنظمة ) 
ليكن م داليا خطيا ومحدودا على فضاء جزني 2 من فضاء منظم +را٠‏ عندئد 
يوجد دالي خطي محدود 7 على جر يشكل ممدد! ل | الى عز وله النظيم نفسه 
ااا تعداارا (8) 
7 ل 


اصانا وس <عانا ‏ ماضارا مس -عانا 


لزيا 1«ااعلا 


( وحيث 0- اما في الحالة التافهة _ [0)-2 ) ٠‏ 
البرهان : 


اذا كان (2-10 ؛ فان 0حم » ويكون الممدد 0-ثمر ٠‏ لنفترض الآن أن 
(210 +. اذا أردنا الاستعانة بالممرهنة ١#‏ » فلا بد لنا من اكتشاف م 
مناسب ء لدينا أيا كان » من 7 المتيايئة 


«أاءد|| عاامرا ك |(«)م/ا 
وهي من النمط (3) » حيث 
|| عجارا - ام 1 690 


من الواضح أن م معرفة على يز بآكمله ٠‏ كذلك » فان م تحقق (1) على > ء 
ذلك أنه .يترتب على متباينة المثلث أن 


٠(رام+‏ (ع)م > (إإبر[ا+ لء:||) جاام| ك ارخ || دلامر| > (مر+ »)م ٠‏ 
ان م تحقق أيضا (2) على + لان 
.(ع)م »| > الءا| ارا أ»| > اعه||عارا| - (مسمام 
وبالتالي فمن الممكن تظبيق ابرهنة #4 ١‏ واستنتاج وجود دالي خطي م على 


عن نكاد 1 اعت اننال 


6 داعام - ام > مرا 


ب 6م؟ بد 


وبأخد ال مده عندما بمسح ,م كل عناصر ير التي نظيمها 1 » فاننا تجد المتبائة 


ارا كارا ناك -ءراارا 
| 
ولا كان النظيم لا بسكن أن يتناقص لدى التمديد » فاتنا نجد أيضا أن 
عا/اةءار|ا ٠‏ سستج من هذه المتباينة وسابقتها أن (8) صحيحة » وبهذا تكون 
قد أثيتنأ صحة الممرهنة 6 
هذا وقد عدو الوضع سهلا جدا فى بعض الحالات الخاصة + وفضاءات 
هلبرت هي واحدة من هذه الحاللات ٠‏ وفعلا فاذا كان فضاء جزكيا معلقا من 
فضاء هلبرت 2# -2 » فانه يوجد ل , تمثيل ررس لم١‏ » وليكن 


100 )2( 262 


حيث |/|-|ة| ٠‏ وبالطيع » فلما كان الجداء الداخلي معرفا على 7م بأكمله » فان 
هذا عمس الا جبدد خط م لدع قن 2 ال 8ه وكرن ل / النظيم تفسه 
الذي ل , ء ذلك أن |ئلا>-|تا- ]ا استنادا الى المبرهنة له ٠ ١‏ لذا فان 
التمديد فى هذاه اللحالة مباشر > 


سنشتق الآن من المبرهنة 4ب © قنيجة مفيدة أخرى يكن القول 
بأنها تبين بآن الفضاء الثنوي بير لفضاء منظم >ز يتألف من عدد كبير بقدر كاف 
من الداليات الخطية المحدودة للتمييز بين نقاط # ء ان هذا يغدو أساسيا فيما 
يتعلق بالمؤثرات المترافقة ( البند 4ه ) وما يسمى بالتقارب الضعيف ( البند 
م) ك0 


49-5 مبرهنة ( الداليات الخطية المحدودة ) 


ليكن > فضاء منظما » وليكن 0برمر أي عنصر من ع ٠.‏ عندئف يوجد دالسي 
خطي وحيد 7 على عر بحيث يكون 


]1 م 


0 الم امم سح لقا 
الترهسان : 


ستآخذ الفضاء الجزثي ج من 2 المؤلف من جميع العناصر مده دع يفرض 
عددا ما ه لنعرف على ج داليا خطيا م كما بلي : 


.إأممد|| عه - (معيه)ر > («) [ (10) 
ان م محدود ونظيمه 1-1/ا لان 


«أأءد/| > إامد || > امد || أء| > المنحمام| - |(»)ما 


ان المبرهنة سم تقتضي وجود مندد خطي م ل ثم من 2 الى ا ظيمه 
1-امر- 7[ ٠‏ وترى بالنظن الى (10) أن |مداة(ن)/ مر ٠ق ٠.‏ 


4-8-5 . ننيجة ( النظيم » المتجه الصفري ) 
أبا كان « من الغضاء المنظم ع فان 


ا نا ش 10 


لذا فانه اذا كان 0 محققا للمساوأاة 0-(مء), أيا كان م من بر فان 0-م: . 
البرهمان : ١‏ 
٠.‏ تنتج من الممرهنة ع _س_يل لدى كتابة 1 بدلا من مد أن 


دم - اها اعماج إ(«)م قناة 
1 1 آنا آم 9 


كما نستنتج من المتباينة (-| ا امام أن 


8 اساي 
.إأ«ااع 1 


لرم؟ سم 


مسسائل 
١‏ (نصف النظيم ) ٠‏ بين بأن ) و ©2) يقتضيان 0<رمم و 20م » 
؟ نس بين بأن 1) و 2) قتضيان (ر-م>|()م-ممم , 
# ب لقد بينا أن 7 المحلدد ب (7) هو دالي خطي على الفضاء المتجهي العقدي 206 
أثيت أنه بمكفي ى للوصول الى هذا اليرهان على أن )رذ د رار 5 
3 لدو سنا لقره بلي د ل ا 1 () و 2) ٠‏ بين بأنه 


اذا كان مد أي عنصر معطى في » فهنالك دالى خطى: م على بحيث أن 
(سام-7»0 وأن ام داكا أبا كان + من يرجه 


ب اذا كان في المبرهنة م١‏ فضاء منظما وكان |[ #>0)م حيث + 


عدد موحجب »ء فيين أن اما ٠‏ 


5 - لايضاح الميرهنة #6" نأخذ داليا م على الفضاء الاقليدي :8 معرفما 
بالمساواة يمه خؤره - )1 حيث ‏ (46ن)-»* ء أوجد ممدداته م الى 
1١‏ والنظائم الموافئقة 5 1 

ل قدم برهانا آخر للمبرهنة :لب" فى حالة فضاء هلبرت ٠‏ 

م ليكن خا فضاء منظما و بير قضاءه الثنوي ٠‏ فاذا كان (0)#ي* ؛ بين أنير 
لاسكن أن يكون (6 + ( 

3 5 بين أنه في حالة فضاء منظم فضول +1» فمن' لمكن اثبات الممرهنة ٠_4‏ 
مباشرة دون اللجوء ء الى تمهيدية زورن ( التي استعملناها بصورة مبياشرة » 
وذلك في أثيات المبرهنة وت ك١‏ ) ٠‏ 

٠ توصل الى الدعوى الثانية في ع مباشرة من 6ب ا‎ ٠ 

١1ل‏ اذا كان مر مم أا كان الدالي الخطي الملحدود م على فضاء منظم كير 3 
فبين أن >-ع » 


ب م؟ 7 المدخل الى التحليل الدالي مهة! 


أثبت أنه في حدود الافتراضات في الممر هنة عو_ب” »؛ فانه بوجد دالي 
خطي محدود / على ير بحيث أن *لمء|> ارا وأن 0-1/ ٠.‏ 

4 ( فوق المستوي ٠)‏ بين بأنه لكل قشثرة كروية :)وى في فضاء 
منظم بر وكل نقطة (م :500 عن بوحد فوق مور ملآ نحو ي 0 بحيث تقع الكرة 
(:8)0 بكاملها في واحد من نصفي العضاء المحددين د ٠‏ ) راجع 


المسآلتين 1١‏ و ٠١‏ من البند جسم ) ٠‏ ويعطي الشكل 4م ايضاحا بسيط 
لهذاالامرء 


2 


الشكل (5؟) . ايضاح المسالة 16 في حالة الستوي الاقليدي بم 


4-1 تطبيق على الداليات الخطية المحدودة على .]01 


لمرهنة هان ى باناخ 54 نطبيقات هامة عديدة » قدمنا واحدا منها فى 
البند السابق ؛ وسنورد تطبيقا آخر في هذا البند ه وستستعين بالمبرهنة ع 
للحصول على دستور يتعلق بالتمثيل العام للداليات الخطية المحدودة على [ن ,م]ع» 
حيث [5,] فترة متراصة مشثبتة ٠‏ وقد سبق وشرحنا في نهاية البند ؟ل١٠‏ أهمية 


.58 بم 


التمثيلات العامة للداليات على فضاءات خاصة ٠‏ وبما أن التمثيل الذي نعنى به 
الآن سيكون بدلالة تكامل ريمان ‏ ستيلجس » فاننا نجد من المناسب التذكير 
بتعريف عدد قليل من خواص هذا التكامل » الذي هو تعميم لتكامل ريمان 
المعروف ٠‏ سنبتدىء بالمههوم التالي : 

نقول عن .دالة « معرفة على [5,م] انها تغر محدود على [53,©] اذا كان 
تفيرها الكلي /,)٠0(‏ على [5,م] منتهيا ؛ حيث 


)م -رو)س| 1 جو ()نة 1 010 
حيث يوخذ ال مده على كل التجزئات 
1 وحي>ه .> كودع )2( 
للمترة [6.ه] ٠‏ ان »م هنا هو كيفي » وكذلك اختيار القيم 7 الم ف 


[4,5] التي يحب عليها أن تحقق 2) ٠‏ 
من الواضح أن كل الدوال ذات التغير المحدود على [5,ه] تشكل فضاء 
متجهيا » ويعرف النظيم على هذا الفضاء بالدستور 
(«)عو/ا + إرم) سر | > إإسر] )23 
وبرمز للفضاء المنظم المعرف بهذا الشكل ب [817]4,8 » حيث يمثل 8 الحرف 
الاول من كلمة 4وناصدهط ( أي محدود ) » و7 الحرف الاول من كلمة 
همق ( أي تغير ) ٠‏ 
سنحد الآن مفهوم تكامل ريمان ‏ ستيلحس على النحو التالي : 55 
[5 ,]0 »: و [ؤ,ه]8197 »+« ٠‏ لنفترض أن ,8 تحرثة ما ل [5,ه] معطاة د 2) » 
ولنرمز ب (.م), الى طول أكبر فترة [؛,.-6] » أي أن 
لحس حو * ** روا -2)) لقم > (,8) 
لنقابل كل تحزئة ,8 ل [8,ه] بالمجموع 


ب 541 ساد 


. 4 0 


يوجد عدد ى يتمتع بخاصة أنه اذا كان © عددا موجيا ما ؛ فثمة عدد موجب 8 
بحيث أن ش 

>(,1)6 )5( 
نقنضي أن يكون 


.> > إلمط)و دق | 6( 
بدعى ىر تكامل ريمان س ستيلجس ل « على [4,5] بالنسية الى بن ويرمز له ب 
١ 1 0 4)‏ لك 


لذا فمن الممكن الحصول على () كنهاية المجاميع 4) المتتالية (م) من 
.تحزئات [ذبه] التي تحقق 0جهل(0)62 عندما جد و٠‏ 

لاحظ أنه اذا كان +-0)0 “فان التكامل () هو تكامل ريمان المعروف ل 
+ على [8,ه] ١‏ + 


كذلك » فاذا كانت » مستمرة » ووجد ل « مشتق كمول على [ؤ بم]: فان 


35 01 ئ 
:4 )0 | امه )2 إ 0 6( 
حيث تعنى + الاشتقاق بالنسية الى ,0+ ش 
. ان التكامل. (7) دالة خطية ل [م ,ه]0 عه » أي أنه اذا كان [4,5]© 6و .ىم . 
و وى 8 أي عددين فان 


5 3 3 0 
20000050 | قخمامه )م أ - )مه )دم + اسه | 


585 سم 


ان التكامل دالة خطية أيضا ل [ن ,ه819« : أي أنه اذا كان [ط ,ه]89 عرسرىرس 
وكان «ا و 8 أي عددين فان 


و 5 3 
يك ا إ0+8)رسة 00 | - فلادمة جرسواة زا ١‏ 
1 
,)رق )| جدبدك )»م )ع ]| 29 


حيث [5 ,ه] - 1ه نلاحظ بأن هذا يعمم دستورا معروفا في علم التفاضل والتكامل» . 
وفي الحقيقة » فاذا كان ,-0) «١‏ فانم -م -رمم)مج7؟ » وعندكذ تغدو (و) بالشكل 


..(ه-0|)6)عء| قا كت إنه 00 ْ | 4 


يمكن بعد هذا صياغة مبرهنة التمثيل للداليات الخطية المحدودة على [8.ه]© 
1-4-5 هبرهئة ريس ( الداليات على [ذ ,]0 ) 


كل دالي خطي محدود / على [ز ,]0 يمكن تمثيله بتكامل ربمان_ستيلجس 
١ 000‏ 10-2 (0) 


حيث « ذو تغر محدود على [5 ,4] وتغره الكلي هو 
1د افاكا لفق 
البرهان : | 
زى من مبرهنة هان ب باناخ > المتعلقة باليضاءات المنظمة أنه يوجِد 
ل 7 ممدد تمر قن [5,ه]ه الى الفضاء المنظم [ؤ,م]8 المؤتف من كل الدوال 


المحدودة على [5,ه] حيث النظيم معرف بالمساواة 
[طيه] < ل ' )| صب - عا 


كك 


وفضلا عن ذلك » قانه ترتب على هذه امير هنة أن الدالي الخطي [ محدود ولة 
نظيم / ئفسه ؛ أي أن 
اما > ارا 


سنعر”ف دالة م« نحتاجها في (10) + ولهذا نآخذ الدالة ,ع المبينة في 
الشكل (٠غ)‏ ء هذه الدالة معرفة على [6 ,م] وقيمتها تساوي 1 على [؛,ه] 
وتساوي 0 فيما عدا ذلك » ومن الواضح أن[م ,]8 »بده تسمى ,د الدالة المميزة 
' للفترة [4,4] ٠‏ وبالاستعانة ب ب« ل 7 » فائنا نعرف سم على [5,ه] 
بالكل ْ 


.إطبه)ء ؛ ,()] - )م 0 )م 


سئيين آن هذه الدالة ب ذو تغير محدود وأآن إأرااك (سموما ٠‏ 
ههه - و فانه يمكننا كتابة التالى 


0-يكا 1 7 
0 |-مء حيث )» اما -ع 
.0 عوج غ1 ذم ١‏ 
شياو ا 
ؤً - « 


الشكل (.)) ٠‏ الدالة ب 
تلاحظط أنه اذا كان 0يمويم > فان فوع ع أو لع - || ٠‏ وبالتالى كانه أن كان 218 


,(4) ؟ > |4| 012 
ا 


حيث يرمز ‏ الى المرافق العقدي كبا هو مألوف ٠‏ وبقصد تبسيط الدساتير اللاحقة 
فاننا نفترض أيضا أن 5 


(0-)س-()م)ء سه 


وأن بح ب » الامر الذي يجنبنا كتابة آذلة الادلة ٠‏ عندئذ يترتب على" (12) أنه 
أبا كانت التجرئة (2) فاننا نجد أن 


الو -درعا]| يل + لسار - العفس -دناسا يك 
2 اأع«زر 
[(-بة)] - (ود) لاز بط +(سالء م 


(لدوه- تزع يلجم 15 5 


دب - ودارع ُ + ديو اك 
ع 


إن ما في الطرف الايمن ( راجم ما سبق ) » كما أن العامل |٠٠٠١‏ 
بساوي 1 ذلك أن 1- إرو| » وأننا نستلتج من تعريف بد أنه اذا كان [(,م]ء؛ 
فان واحدا فقط من الحدود ,* وي«-يد , ...غير صفري ( ونظيمه ساوي 1 ). 
يمكننا الآن أن نأخذ الى مده فى الطرف الاسر على كل تحزئات [5,ه] » 
وعندئة نجد أن ١‏ 
.أ/ااك (س)مه/ا (13) 


لذا فان « ذو تغير محدود على [6,ه] ٠‏ 

سنثبت الآن صحة (10) » حيث [0]6,5 6+ ٠‏ لنعرف لكل تحزثة ,8 ل ١‏ (2) 
دالة : نرمز اليها اختصارا ب .2 [ بدلا من (,2)5 أو ,م2 مثلا ] » محتفظين في 
ذاكرتنا أن تعتمد على ,طم » وليس على « فقط ٠‏ ال دستور التعريف هو 


اليه > ت](-ة)ع ً +:10(2)+ دبج (14) 
1 


بد 5946 عنم 


ل 


1: 


ف-[0بت] ههج ٠‏ ونجد استناد! الى 

7-0 - (بع)قال_واء لباه - ,)7 

[لدن)س - (ن)س]لنو) ب +0« ماع - (15) 
5 -(ا«اسواء ير سر 


حيث تننج المساواة الاخيرة من أن 0- (م)س د )م ٠»‏ نختار الآن أي متتالية 
(,) من التجزئات ل [م,م] بحيث أن وجب ,)© [ راج (5) ] ٠‏ ( لاحظ 
أن الأعداد 4 فى (15) تعتمد على ,8 » وهذه حقيقة تحتفظ بها فى ذاكرتنا دؤن 
التعبير عنها برموز أكبر » مثل الرمز .4 ) * ثرى أنه عندماه بم فان المجموع 
في الطرف الابمن من (15) يقترب من التكامل الوارد في 10) » وبالتالي فان 
(10) صحيحة شريطة أن يعون م7 مبرم/ » حيث مر يساوي مر 
لان [ذؤبم]60 ع٠‏ 

ستبين بأن («)م ‏ لمر ٠‏ فاذا أعدنا الى الذاكرة تعرنف ب ( أنظر الى 
الشكل ٠؛‏ ) » فاننا نرى بأنه يترتب على (14) أن )0(١1‏ -(2,)4 نظرا لكون 
المجموع في (14) صفرا عندما م-: ٠‏ اذن 0-(0)-(ه)ء ٠‏ وفضلا عن ذلك 
خانه يترتب على (14) أنه اذا كان 5 >4 فاننا نجد عندئذ أن 1١(-4)ء‏ > زاج 


أنظر الى الشكل +ع ه وبالتالى فاننا نحد لهذه الاأعداد , أن 
.أ2)ء - نر ة)ء! > |م)ء - )ما 


لذا فانه اذا كان 80ج (م8)» » فان وح | - ,| ٠‏ لان د مستمرة على [( يه] > 
وبالتالي منتظمة الاستمرار على [5,ه] نظرا لكون [( ,م] متراصة ٠.‏ اذن فان 
استمرار / يقتضي الآن أن (« (,دا » وبالتالي فان (*)/-70 » وتكون 
بذلك قد أثبتنا صحة (10) ٠‏ 1 


]ل 


سنثبت أخيرا صحة (11) ٠‏ نستنتج من (10) و (9) أن 
(س)مة/؟ (إعد || - 1/3 )ءا قر |()ما 


(«)مه157/] ٠‏ وبضم هذه المتباينة الى (13) .نجد (11) +8 
نلاحظ أن « فى المبرهنة ليست وحيدة ؛ الا أنه يمكن حعلها وحيدة بفرض 
شروط تجعل من *« صفرا في النقطة © ومستمرا من اليمين : 
(8> >ه) ١‏ )سد ع (0 + )ا ,0 > (ه)س 
مزيد من التفاصيل : راجع الصفحات من 200-197 من كتاب 


011 7ع81 ,كادللهاة أهارماأعضباط 10 :1270010 ,(1958) .8 لك رتوالاة1" 
ع1 
و الصفحة 111 من كتاب 


-. عاكلا بو«ع1! .داو و| 45:6 فنع سيط (1955) نإهةاظ-.ج5 .8 لهة .1 ,مومعل 
معدن 


الحديئة في المكاملة ٠‏ ولمزيد من الملاحظات التاريخية راجع الصفحة 169 من كتاب 


تععممكظ . لا عرخا) ,عبو مسف ويم هل كلتعسرةاتر ,(1955) .8 ,أعلقطدسمظ8 
اقمع :ذلموط .37 111آ .مقط .دعبوذومامم0) كاءارماعمن” 


6-5 اأؤثر المرافق 


5 : على فضاء منظم عر 
ما يسمى بالمؤثر المرافق *1 ل 7 ٠‏ ومن دواعي الاهتمام ب *7 استعمالاته في حل 
معادلات تحوي مؤثرات » الامر الذي ستراه فى البند هه » وتبرز مثل: هذه 
المعادلات على سبيل المثال في الفيزياء وفي نطبيقات أخرى ٠‏ سنعرف فى هذا . 
البند المؤثر المرافق “7 ونبحث في بعض خواصه » يما فيها علاقته بمؤثر هليرت 


سس يوم اس 


--المرافق 49 الذي سبق وعرفتاة فى التند عب ٠‏ ومن الموج الملاحظة تسأن- 
دراستنا الحالية تعتمد على مبرهنة هان ‏ باناخ ( من خلال المبرهنة سس ) . 

ليكن لا يدير : مؤؤثرا خطيا محدودا » حيث و72 فضاءان منظمان ٠»‏ 
ولتحدد المؤْثر المرافق 7 ل ره لهذا ننطاق من أي دالي خطي محدود م على ل ٠‏ 
من الواضح أن 8 معرف آنا كان بر من لآ ٠‏ فاذا وضعنا 25 عدر » فاننتا تحد 
داليا على جز ء ترمز له ب يمر : 


ع (10)ع - (-)] . 02 
ان 1 خطي نظرا لكون م و2 خطيين ٠‏ كذلك : فان م محدود لان 
.||| ”|| أأعااك ]| اواك :)عا - ممما 
قاذا أخذنا ال مده على كل العناصر » من ير التى نظيمها 1 » فاننا نحد المتباينة 


|:| اماك اما 2( 


وهذايبين أن لاع » حيث 2 هو الفضاء الثنوي ل ا المعرف فى ٠ "1١١5‏ 
ولما كان الا عع فرضا ء؛ فِافنْ الدستور )1( عرف للمتفر بم من الا مؤثرا من نب 
فى هر يسمى الؤثر المراقق ل 7 ؛ ويرمز له ب 7 ٠‏ لذلك نجد أن 


“ده في حالة فضاءات هلبرت » فان اارٌثر المرافق “7 ليس مطابقا اؤٌثر هلبرت 
المرافق *7 ل # ( رغم أنه عندئف يكون 7# و *7 مرتبط احدهما بالآخر كما 
سنرى فيما بعد في هذا البند ) . أن النجمة » التي نشير بها الى مؤثبر 
هلبرت المرافق تستعمل في جميع الكتب تقريبا للدلالة على هذا اأؤثر.. لذا فلا 
يجوز الدلالة على ااؤثر المرافق ب *7 لانه آمر مرعج أن نستعمل رمزا يبدل 
على شيء في فضاء هلبرت: وعلى شيء آخر في نظرية الفضاءات المنظمة العامة. 
لذا سنستعمل *7 للدلالة على المؤئر المرافق » ونفضله على الرمز الاقل دلالة 
“7 والمستعمل أيضا في بعض الكتب  .‏ * 


ساخمة؟ دا 


1 


ف اتوم 
)3 
1 


7 
لاحظ بامعان أن *7 مؤثر معرف على ”9 :في حين أن المؤثر المعطى 7 معرف 
على 1 ٠‏ سنلخص ما سيق فيما بلي : 


10-5 تعريف ( المؤثر المرافق *7 ) 
ليكن بو ي ير :7 مؤثرا خطيا محدودا » حيث 2ز و ا فضاءان منظمان . 
عندئذ نعرف المؤثر المرافق بر يا مو ,>7 بالشكل 


1عع) (:3)ع - («)(ع *1) - («)] الف 
حيث زر و ”لآ الفضاءان الثنويان ل ير و م على الترتيب » 
إن أول أهدافنا ,يكمن في اثبات أن للمؤثر المرافق نظيم المؤثر تفسه » وهذه 
خاصة رئيسية كما سنرى فيما بعد ٠‏ سنحتاج في البرهان الى المبرهنة 4م 
التي ثتجت من مبرهنة هان ‏ باناخ ٠‏ وهكذا فان. مبرهنة هان ‏ باناخ حيوية 
في صدد انشاء نظرية مرضية للمؤثرات المرافقة » التي تشكل بدورها جزءا 
أساسيا من النظرية العامة للمؤثرات الخطية ء» 


؟سهب؟ مبرهنة ( نظيم الؤثر اكرافق ) 
أن المؤثر المرافق*7 في التعريف 6-هب١‏ خطي ومحدود »2 كما أن 


| | 5( 
البرهصان : 
ان المؤثر »7 خطى لان ساحنه 37 فضاء متجهى ولاننا نحد مباشرة أن 


ب-148؟ د 


-1:0)(رع8 جرع»ه) > ()((يع8 وه) 17) 
(13)يع8 +(12 )عه - 
.)زع “8)1 + (ج«)(رع *1)»ن ع- 


سنثبت صحة 9) ٠‏ للذينا استنادا الى (4) أن م دم ء وعندئد بترتت 
على 2) أن 1 ش 
1 | اما اما > او ا 
وبأخذ ال مده على كل العناصر م من بز التي نظيمها 1 4 فاننا نجد المتبابنة 
7111| . 1 (6) 
لذا فانه للحصول على (5) » علينا أن نثبت الآن أن 7”|2131|| ٠‏ ان الممرهنة 
بس تقتضي أنه بوجد لكل عنصر مو من يز عنصر ,م من لا بحيث ,يكون 
.لم15 | ع (م::1 )مع و 1 > مهأ 
لدينا هنا (مد)(مع*7)-(3:0).م وفق تعريف المإوثر المرافق 7 ٠‏ فاذا افترضنا أن 


7 -مز » نحدد أن 


(م<)م] > (م:15)مع > إإم1 || 
ال«الاضاك 0 ١.‏ 
مدا امع *1|| - 
(إمند|| [أفع || “1ك 


ولا كان 1-|وو| ؛ فاننا نجد لكل م من عن المتباينة 


ل ستاك 


ند ىآ سد 


( وهذا يشمل الحالة 0-مم لان 20-0 ) ٠‏ لكن لدينا دوما 


«ألمند|| |31:||ك ام ]| 


كما أن |7/-ء هو هنا اصبفر ثابت ء بحيث تكون المتباينة إمناء > |:| صحيحة 

أبا كان مد من يراء لذا.فلا يمكن أن يكون [*7] أصغر من |7| ؛ أي أنه 

بحب أن بكون 171271 ٠‏ شرب على هذا بالاضافة الى (6) صحة (5) 8٠‏ 

ات هذه المناقشضة بالاستعانة بالمصفوفات الممثلة وراك ٠‏ ان هذا 
سيعين القارىء أيضا في ابر أد أمثلة من عنمده 5 


5مس مثال ( المصغوفة ) 


من الممكن في القضاء الاقليدي م تمثيل المؤئر اللي تاي م 
بمصفوفة ( راجع البند ؟4 ) حيث تعتمد هذه المصفوفة (مه) - 76 على اختيار 
القاعدة لهم ,١٠٠٠.نه)‏ - هل "8 التى ثرتب عناصرها وفق ترتيب معين انقيه مشيتا ٠‏ 
سنختار قاعدة ع » ونعتر (,,-0٠,ع)‏ يم د (,« )91٠0--,‏ > ( متحهين عمودبين» 
ونستخدم الرمز المعتاد في ضرب المصفوفات ٠‏ عندئذ يكون 


ع2 و » وباستعمال المركنات : 1 دان 00( 
1 ا1ع«ما 


حيث م ,1210-0 ء لتكن (يم ,....رم دم القاعدة الثنوبة ل ع ( راجع 
البند 0 ٠‏ ان م قاعدة ل “0ه ) الذي هو أيضا فضاء اقليدي بعده » استنادا 
الى ؟ءاه ) ٠‏ عندئذ يكون ل ه في "8 تمثيل عن المسير 

يرنه + ٠ ٠١‏ ل وريه عدي 
واعتمادا على تعرنف القاعدة الثنوية لدينا زلت ع (مكعرودرة) رآ > (0ار] ٠‏ لذا فاننا نجد 
استنادا الى 7) أن 


مشي ل 7 بت 


مره رذ رذ خرورة ل( 220(2)ع 2 ززع 
4-1 1عدر از 
85 لط -0ع3)ع حبيث © .رميرم ْ ,8م )8 
2 1ع 
سكننا اعتبار هذا على أنه تعريف لدالى م على ير بدلالة م » أي أن 
6 ا - (دع1)ع - (2)] 
واذا أعدنا الى الذاكرة تعريف المؤثر المرافق » فيمكننا كتابة ما بلي : 
12-8 ع وباستعمال المركيات 110 0 ع يرق 
وسلاحظة أننا في ع8 نجمع بالنسية الى الدليل الاسر ( وبالتالي فاننا نجمع وفق 
كل عناصر عمود من 22 ) ؛ فاننا نجد النتيجة التالية : 
اذا كان 7 ممثلا بمصفوفة 12 » فان المؤثر المرافق *1 يمثل بمنقول 72 - 
ومن الجدير بالذكر بآن هذا يصح أيضا اذا كان 7 مؤؤثرا خطيا من "0 في 
9-6 
ولدى التعامل مع المؤثر المرافق » فلا تخلو الدساتير من (9) وحتى (12): 
من الفائدة » وسنترك آقامة البراهين الموافقة للقارىء « ليكن 5 35)هع”7 ,63 , 


7# ب *ق د *(2 اق) )9 
“1م د “(1ه) 1 (10) 


لنفترض أن 2ن ,لا ,2 فضاءات منظمة » وأن )768 و (ج )8ع وى ٠‏ 


بد ]ء# يم 


عندئذ .نحد الدستور التالي للؤثر المرافق لركب الموثرين + ( أنظر الى 
الشكل ١1)ء‏ 


*ى*7 - *(851) )11) 


ا 


الشكل ٠ )4١(‏ ايضاح الدستور 1 


اذا كان (8)6 76 7-15 موجودا : وكان © ,لا)هع7-1 , فان 1-(-7) 
يكون موجودا أيضا. ويكون (لا ,جوع :-(*7) + وأيضا 


“1 ع 7) (12) 


العلاقة بين الؤئر امرافق *7 ومؤثر هلبرت اكرافق +7 . (راجع البند ؟5-ة) 
سنبين أن مثل هذه العلاقةموج ود فى حالة مؤثر خطى محدود لآجير 17 
حينما بكو نع و92 فضاءي هلبرت » مثلا ,يز - ير و2 دلا » في هذه الحالة . 


نجد أولا ( الشكل +؛ ) 


09 


و8 متكت رلا[ 
(13) 
بع قوير 


1 هكم 


حيث يعرف المؤثر:-المرافق »7 للمؤثر- المعطى. :2 ...كما .في السنابق على النحو.التالي... 


ع1 )6 
.لماع ع مقع ]) )14) 
()] - (:1)ع8 0( 
ان السمة الجديدة تتلخص في أنه لما كان م وم داليين على فضاءي هلبرت » 
فانه يوجد لهما تمثيلان لريس ( راجع البند #له١‏ ) ؛ ولتفترض مثلا أن 5 


ولع مد) (م< ) >(« )1 َ 2( 5 


,)52 تف )0 لا) > (8)98 لل 


وعندما نعلم أيضا من المبرهنة به ١‏ أن مد و مر يتعينان بصورة وحيدة ب / 
و اعلق الترحين: نان هذا هين ارين 


وود حوره و 8 اقل :رثك 


وت ويف و م87 حس وق 4 : 


0 استنادآ الى الممرهنة #«_ ىل ١‏ أن و و ده متباينانث وغامران وايزومتريان 
نظرا لآن |م!- امد > إر.ها| » ولوجود علاقة مماثلة ل يهمء كذلك فان المؤثريئن 


0 
كل ع و 


الشكل (؟) ٠‏ المؤثرات ف الدستورين 13) 3 17) 


ذت 14 سد 


(ع ,) - )مم و (* ك) - («)ث/ » فاننا نحد أنه أنا كان » وأنا كان العددان لم8 
فنان 


()د[8 + (ع«)ره - (0«)(]ق جرزه) 
2غ ,)8 + (رع ,)مم - (16) 
)83 + © ,)اع 
ان هذا ببين استناد!ا الى 27 دك الترافق الخطى 
رهق + زريهة د روزم + هارم 
وفي حالة يه » اننا نود برهانا مماثلا ٠‏ 
ونجد بالتركيب الموثر ( انظر الى الشسكل ++ ) 
مسرم :“يم ”1ر4 - *7 المعرف بالقاعدة. معدعور*1 07 
إن *7 خطى ذلك أنه دحوي على تطبيقين اننيسئ مترافقين خطيا» بالاضافة الى" 
المؤثر الخطى *7 + سلشبت أن *7 هو حتا مؤثر هلبرت المرافق ل 7 .ان هذا 
أمر سهل : ذلك أننا نستلتج مباشرة من (14) أو (16) أن 
,(ولا*3 ,3) # (وند بد) > (3)] > (3:0)ع > زور ,150) 


وهذا ليس الا 1) من البند مله باستثناء الرموز ٠‏ وهكذا فاننا نجد النتيحة 
التالية : 

أن الدستور (17) يمثل مؤثر هلبرت المرافق *7 اؤئز خطي 7 على ففساء 
هلبرت بدلالة المؤثر المرافق 7 الك ٠7‏ 

لاحظ كذلك بأن المساواة 71 >-|*12 ( المبرهنة ى_؟) تستنتج رأسا 
من (5) ومن ابزومترية,ك وايمء 8 1 


بده.#؟ ‏ المدخل الى التحليل الدالي م.؟ 


لاكمال هذه المناقشة » علينا أيضا.ادراج_بعض.الفروق الرئيسية بين الور 
المرافق *7 للمؤثر م جه ير :7 ومؤثر هلبرت المرافق *7 للمؤثر وه جب يريع :1 » 
حيث + ولا فضاءان منظمان » وحيث,28 و,8 فضاءا هليرت ٠‏ 


ان 1 معرف على الفضاء الثندوي للفضاء الحاوي مدى ويد فق حين أن ك7 
معرف وآسا على الفضاء الحاوى بلدى ره وقد مكنتنا هذه الخاصة ل *7 من 
تعريف صنوف هامة من الموثرات باستعمال مثوثرات هليرت المرافقة لها ( راجع 
ءالا )ء. 


واستنادا الى (10) فاننا نحجد ل *7 الخاصة التالية 
*1يم ح “(1بن) 
في حين أننا نجد ل *7 استنادا الى له ؛ أن 
ش *81 د *(1ن) 
يمثل *7 في الفضاءات منتهية البعد بمنقول المصفوفة المبثثلة ل 7 » في حين 


أن *2 يمثل بالمرافق العقدي لمنقول تلك المصفوفة ( لزيد من التفصيل : راجم 
ماسم وسمدءاب؟ )+ 


مسائل 


٠ س بين بأن الدالي المعرف ب () خطي‎ ١ 

؟ ‏ ما هما مرافقا المؤثر الصفري م والمؤثر المطابق + ؟ 
+ ب أثبت صحة 5 ٠‏ 

د أثبت صحة (10) ٠‏ 


ه ‏ أنت صحة (01 ٠‏ 


عه 


5س بين بأن عرم رمم اه 
٠7‏ ما هي صيغ المصفوفات التي نحصل عليها بدمج 11 مع المثال هم ؟ 
همات أثيت صحة 12) ٠‏ 
4 ( العادم ) ليكن :ا و لا فضاءين منظمين وه 2 :+ مؤثرا خطيا 
محدودا ؛ ولنفترض أن 34-375 لصاقة مدى جء أثبت أن ( راجم المسآلة 
٠‏ من البند ٠١‏ ) 
.)از د عير 
٠‏ ( العادم ) لتكن و مجموعة حزئية من الفضاء الثنوي 2 لفضاء منظيم 
عراء يعرف العادم 8“ل 8 بأنه 
.(8 عع لله عه 0 > (ع)/ | غ1 ء )ع 8* 
بين أنه في المسألة .ه يكون 


7ت )به 


ماذا تعلى هذا بالنسية لعملية حل المعادلة برحييدة ؟ 


7-5 الفضاءات الانعكاسية 


لقد سبق وبحثنا فى الانعكاسية الجبرية للفضاءات المتجهية فى البند م2 
أولا سنعيد الى الذاكرة ما فعلناه في البند كم ٠‏ نذكر بأنه يقال عن فضاء 
متجهي عر أنه انعكاسي حبريا اذا كان التطبيق القانونى غامرا ٠‏ ان **يز) - *خير 
هنا هو الفضاء الثندوي الجبري الثانى ل ءا ؛ وحيث نعرف التطبيق © بأنه 
بع جاع بفرض أن ش 
(2)] - (رامع 3 )1( 
الال د 


كن 2 50 3 1 !ا 1١‏ 


تمعتى أن صوره أي عغصر جر هن غ1 هو د دالي خطى مع معرف- بالمساواة 19)-.-واذ! 
كان منتهي البعد » فان ا نعكاسي ى يريا : وهذا أمر أثبتناه في الممرهنة 
0 ل 


لننتةا الآن إلى مهمتنا الاضلية ٠‏ لتأخدذ فضاء منظما > وفضاءه الثنوي مه 
كما عرفناه فى 007 كان 32 وأضا الفضاء الثنوي 7) للفضاء لاه برمز لهذا 
المضاء ف انه وبطلق عليه انم الخضصاء الثنوي الثاني ل كه 


ستعرف داليا بع على 'ز باختيار عنصر مثبت « من كز وكنابة أن 
1 © ] متعير 0[ - (زامع 2 
ان هذه المساواة نشبة (02) ء الا أنه تحر بنا الاشارة الى أن 1 هنا محدود .4 
كذلك ققد تبين أن بع محدود أيضا ء الامر الذي يبينه التمهيدية الاساسية التالية : 
اذا كان < عنصم !ا مثبتافي فضاء منظم ا » فان الدالي ؟ المعرف ب 23) 
هو دالي خطي محدود على '< »© كما أن لهذا الدالي .ع المنتمي الى "بر النظيم 
«أاعدا| > ااعهاا 7 0 
البمرهصان : 
ان خطية 8 سبق ووجدناها في البند كلم ١‏ أما )3( فتنتج من 2( ومن 
النتبحة ومع 


القكلا وى اللككا وى - 
.| - 81 0 آلا ونام > اها 6 


يقابل كل 55000 وحيد "يع ,م محدد بالمساواة (2) ٠‏ 
إن هذا بحدد تطبيقا هو التالى 


0 الك 


به + كته د بو 
لخ 


شي خسار 


سمى 6 التطبيّق القانوني ل في "16 + سنبين أن © خطي ومتباين ويحفظ 
النظيم » وهذا آمر يعبر عنه بدلالة ايزومورفيزم فضاءين منظمين كما سبق وذكرنا 
في اليند ٠١5‏ 


1-5؟ تمهيدية ( التطبيق القانوني ) 


التطبيق القانوني ح المعرف ب (5) هو ايزوموفيزم 0 للفضاء المنظم عر عسلى 
الفضاء المنظم ).9 ((0)© هو مدى ح) . 


المرهان : 

ان خطية © تستلتج من من البند 5م ذلك أن 

)/(٠‏ ,88 + ([)مهه - (()]8 +(« )زه - (وق + حم)ز > (]) روبع 
وبوجه خاص » فان ,مم - ,هم -بع ٠‏ لذا فاننا نجد استنادا الى (3) أن 
اا - مد|| > |لومع| > اع - هاا 

الآامر الذي بمكن روته مماشرة من دستورنا ٠‏ وفى الحقيقة 4 فاذا كان مدير طُ 
فان ره يع وذق الموضوعة زنع من البند ع ل+؟ ٠.‏ لذا خان © متباين وغامدر 
باعتباره تطبيقا على مدأه 8٠‏ 

يقال عن ع انه طمسور” في فضاء منظم 22 اذا كان > ايزومؤرفيا مم فضاء 
جزني من 2 ٠‏ ان هذا مماثل لما أوردناه في البند جسم » الا أنه بجدر بنا 
ملاحظة أننا تتعامل هنا مغ ابزومورفيزمات لفضاءات منظمة ؛ أى مم 


2غ .]يد 


أبروعورفيرعات لفضحاءات متحهية تحفظط النظيم ه-) واجع البند كب١١‏ ) ٠‏ بين 
التمهيدة؛ أن »اطمور في "72 » ويدعتح جح الظطمر القانوني لعفي “اه 
إن © ليس عامرا في الحالة العامة » وبالتالي فان المدى (ع)© هو فضاء 
ى تماما من “جاه ان 0 التي كون فيها )© مساويا ل "8 بأكمله هامة 
ل تستدعى اعطاءها اسما كما يلي : 


9-6 تعريف ( الانعكاسية ) 


نقول عن فضاء منظم لا انه أنعكاسي اذا كان 
6[ - 900 


حيث سهدلا :©هو التطبيق القانوني المعرف ب () و © 8٠‏ 0 0 
لقد قدم هذا المفهوم هان عام 195907 م٠‏ » أما اشم «الانعكاسية» فقد أطلقه 
لورش عام ونوا م ٠‏ لقد أدرك هان أهمية الانمكاسية خلال دراسته للمعادلات 
الخطية في المضاءات المنظمية 4 تلك الد راسة الي أدى البهنا موضوع 
اذا 0 » فانهة ايز و مورفي ( وبالتالي ايزومتري ( مع جبر 
استنادا الىالتمهيدية ه؟ ٠‏ ومن المهم معرفة أن العكس ليس صحيحا في 


كما نبين المبرهنة التالية : 


1-1 مبرهنة ( التمام ) 
: !ذا كان الفضاء المنظم ا انعكاسيا » فانه تام ( وبالتالي.فضاء باناخ ) ٠‏ 
البرهان : 
ما أن “بر هو الفضاء الثنوي ل 'ير4 فانه تام وفق المبرهنة 4١١5‏ + ان 


بدا ءو(# بم 


انمكاسية بز تعني أن “ب )#4 + وبالتالي فان نمام عر ينتج من كون "ا ناما 
استنادا الى التمهيدية ات؟ 88 1 

الفضاء “8 انعكاسي » وهدًا ناتتج مباشرة عن ؟لء انه ء والانعكاسية 
صفة يتمتع بها كل فضاء منظم منتهي البعد ع ء وفعلا » فاذا كان > صنق > فان 
كل دالي خطي على ا محدود ( راجع بم ) وبالتالي فان عبر يراه وهكذا 
فان الانعكاسية الحبرية ل * ( راجع هس ) تقتضي ما يلي : 


1ه مبرهنة ( البعد المنتهي ) 

كل فضاء منظم منتهي البعد انعكاسي 3 

إن م حيث + > م >1 6 فضاء اتفكاسى 4 وهذا نانيج من الا وةألك/ا ٠‏ 
كذلك » فان [ن ,مع]2 » حيث «+>م>1 ء انعكاسيى : وهو أمر يمكن اثباتهء 
وسكن أيضا الاثيات بآن الفضاءات التالية غير اتعكاسية : الفضاء [5.ه]0 
( راجع كه ) ؛ والفضاء 0 ( سنورد البرهان بعد قليل ) » والفضاء زه ]11 
( راجع »5ك : ) : والفضاءان الحزئيان © و( 6© هن د حيث ع هو فضاء . 
كل المتتاليات المتقاربة من الاعداد وه هو فضاء كل المتتاليات العددية المتقاربة 
منا لصفم ٠‏ 
5س مبرهئة ( فضاء هلبرت ) 

كل فضاء 2 الهلبرت انعكاسي 
البرهان : 

سنثبت أن التطبيق القانوني "هع هب ب بح غامر وذلك تيان أنه بوجد لكل 
ع من مير عنلصر ير من 21 بحيث يكون و0 عدعوا٠‏ لهذا الغرض سلعرف 
حب 1 :4 بالدستور دهم م حيث جع معطى تمثيل رمس (2 ,ء«) - )7 
الوارد في #«_د! ٠‏ نحن تعلم من م١‏ أن ىه متباين وايزومتري ٠‏ كذلك , 
فان هم خطي مرافق كمانرى من (16) من اليند 5ه * ان ”ير نام استنادا الى 


ا ال ا 


كلع ادغ وهنو فضاء لهلبرت مزود بالجداء الداخلي المعرف كالتالى : 
ْ و سيره صوزيق 


: ببساطة من (جد )١‏ ب (ج 4) الواردة في البندد م١ ٠‏ ويوجه خاص » فان 


(جد ( ناتيج من كون م خطيا مرافقا 6 
1( )يه - إرزهعة مولظ) - (لرزع)اه روزه) ت ريز ]يه 
ليكن “يعم اختياريا » ولنفترض أن تمثيل ردس له هو 


.ذش ,و4 ) > ر(م/ ,]) - رزاع 


0 0 نذكر اآن بن (2 6) -0)/ » حيث /ى -: ٠‏ واذا كتينا :4/6 » نحد أن 


(2)] > (2 ,:) > (زق ,روزم ) 


٠‏ لذا فاننا نحد أن (*)/-(م)8 ؛ أي أن 0 > استنادا الى تعريف © ٠‏ ولا كان 


“8ع اختياريا ؛ فان © غامر » وبالتالي فان انعكاسي 8 
٠‏ أن الفصولية أو عدم الفصولية أمر يمكنه أحيانا أن يلعب دورا ما في 
المرهان على أن فضاء ما ليبس اتعكاسيا ٠‏ وهذه الصلة بان الاتعكاسية 
والفصولية طريفة وجد بسيطة » وتمثل المبرهنة 454 ( التي سنوردها الآن ) 
أهم مبرهنة في هذا الصدد » وهي تنص على أذ كون#ر فصولا يقتضي أن يكون 
ا كذلك ( أما المكس فغير صحيح بعامة ) ٠‏ لذا فاذا كان فضاء منظم 1 
انعكاسيا » فان "3 ايزومورفي مع عر استنادا الى 54ب؟ ؛ بحيث أن فصولية عر 
في هذه الحالة تقتضئ فصولية "ا » وبالتالي فان 4م تقتضى أن يكون 
الفضاء ا فصولا كذلك » نستنتج من هذا النتيجة التالية : 1 

لا يمكن أن أن يكون الفضاء المنظم الفصول ا الذي فضاؤه الثنوي © غير 
فصول اتعكاسيا ٠‏ | 

]اك يد 


مشال : 
المضاء ل غير انعكاسي ٠.‏ 
المرهصان ٠‏ 
الفضاء *7 فصول استنادا الى ١١١‏ » فى حين أن 1-1 ليس كذلك»ه 
راجم كءاة و الطوء 
ان المبرهنة المنشودة 4ه يمكن ابحادها من التمهيدية التالية ٠‏ ويقدم 
الشسكل (45) ايضاحا بسيطا للتمهيدية ٠‏ 


1/36 تمهيدية ( وجود الدائي ) 
ليكن 9 فضاء جزئيا تماما ومفلقا في فضساء منظسم ع ٠‏ ليكن العنصر 
206-17 اختياريا » ولتكن: 


ا ام - قز هذ - 8 5 
المسافة بين 0< و ٠‏ » عننائف يوحد الكاعم بحعيث أن 
زمر مد, أيا كان لاعس ,1م (0) 
النرهمان : 2 


إن فكرة البرهان بسيطة ٠‏ لتأخذ الفضاء الجزئي ج من © المولد ب لا و مد » 
ولنعرف على 2 الدالي الخطي المحدود م على النحو 


5 قه « لمعه + و[ - هار 1 9 


سنبين أن م. بحقق 7) .وستمدد ث/ الى ع وفق 4م" ٠‏ أما التفاصيل في 


بوجد لكل من (ربن؟آ) موم:- 2 التمثيل الوحيد 
6ل مناه + وعدم 


بب- 519 سم 


َوَهَذا تعمل في )8 9 أن خطة زر وَاصَدَة للعيان > كذنلك 1 كان معله ”> 
فان 8<0ء وبالتالي فان 0نم ٠‏ اذا افترضنا أن 0>» : فان 0-(0)/ أيا 
كان ومن عوه واذا افترضنا أن 1ه و 0-ور » قاننا نحد 8 >-(2)م * 


الشكل (؟))١‏ أيضاح التمهيدية 6/ في حالة الفضاء الاقليدي :«-عر » 
حيث + عمثل ب 6-0 ,2ل -6 ور ,3 ,1) -مد »6 وبالتالي يكوث5/ - م . ((مءانالآ) عدم - 2 
هو الستوي 46 3 لم2 +ه-) -2©)/ 


سنيين أن / محدود ٠‏ اذا كان 0-ه فان 0-(2)/ ٠‏ لنفترض أن لم٠‏ 
عندئل نجد استنادا الى (©6) وبملاحظة أن لاع نو(ج/1)- ما يلي : 


م - قا عم اع > قزم| - دارا 
1 
مرح -|| لهاع 
أيه + و| - 


أي أن 5 ٠‏ لذا فان م محدود و1>|م| ٠‏ 


سنبين أن 1/121 * يحوي ب وفق تعريف الحد الادنى متتالية (.و) بحيث 


د 1د 


أن ]مد ,م ٠‏ لنفترض أن مدير - يج ء عندئذ نجد اعتمادا على (8) أن 
2-8 (يه)ر ؛ حيث 1- ددعم ٠‏ كذلك فان 


يلق كت لكالا لقالا بي - 
1 1 5 - انا 


عندما م.ج« ٠‏ لذا فان 1<1/| » وبالتالي فان 1-1/]: ٠‏ واستنادا الى مبرهنة 
هان ‏ باناخج :#ب؟ المتعلقة بالفضاءات المنظمة ؛ فيمكن تمديد م ألى > دون 


زيادة النظيم 8 
وبالاستعانة هذه الد لتمهيدية 4 يعدو من الممكن الآن اثيات الممرهنة المنشودة 
التالية : 
ساسم مبرهنة ( الفصولية ) 
اذا كان الفضاء الثنوي ا لفضاء منظم لا فصولا » فان ع[ نفسه فصول 
المرهصان : 
ليكن © فصولا ء عندئذ تحوي الكسرة الواحدية د11 > لمالا 'نا 
مجموعة جزئية كشفة وعدودة أضا 6 ولتكن (85) + وبما أن 562 : فانا 
نحد أن 
1 > |(«)مر| مده - مرا 
1 1 ادا 


واستنادا الى تعريف الحد الاعلى ؛ فمن المسكن العثور على نقاط .مد من > نظيمها 


1 بحيث أن 
1 
.> 
2 المتام/] 


لتكن 8 لصاقة المجموعة (*) ههمة ٠‏ عندئذ يكون :فصولا لان ا يحوي 


16 شت 


٠‏ مجموعة حزئة كثيفة وعدودة ونعني بها مجموعة كل. التراكيب.الخطية للجدود 
,* بمعاملات أقسامها الحقيقية والتخبلية أعداد عادية ٠‏ 
سنبين أن “ا لا ٠‏ لنفترض مؤؤقتا أن دعولا ٠‏ عندئذ نجد استنادا الى 
التمهيدية حلا نظرا لكون لا مغلقا أنه ووجد 7/ من بير بحقق المساواق1 ,| : 
١‏ والشرط 7600-0 أيا كان بر من لا ٠‏ ويما أن لاءير » فاننا نجد أن 0-(2)ر » 
وأنه لدينا أيا كان » 


الما - ممما - المتامم/| > 
إ()(- )| - 
ااام - مراك 


حيث 1 دا ٠‏ لذ! فان 4<(م- يما ٠‏ لكن هذا مناقض للفرض القائل بأن (,) 
كثيفة فين لان ث/ نفسه في 'ره » وفعلا فان 1710-1 8٠١‏ 


مسائل 


٠ءاكد عين الداليين ,م و :8 في اذا كان كع‎ - ١ 

؟ ب قدم برهانا أنسط على التمهيدية 4+" للحالة التي تكون فيها *ا فضاء 
هلبرت ه. 

© اذا كان فضاء منظم عد انكاسيا + فبين بأن © انعكاسي ٠‏ 

4 سن بين بأن الشرط اللازم والكافني كي كون فضاء باناج اتعكاسيا » هو 
أن بنكون فضاؤه الثنوي 'ا انعكاسنا (١‏ ملاحظة : من الممكن اثيات أن 


كل فضاء جزئي مغاق من فضاء بانا الانعكاسي انعكاسي أيضا 5 أفد من 
هذه الدعورى دون اثياتها ) ٠‏ 


ع أثيت انطلاقا من افتراضات التمهيدية #تككنا. أنه دوجد دالي خطي 


مس ]الا لد 


محدود ٠‏ على عد بحيث يكون 0!1-1/8| و 0-)هم أبا كان .رمن رو 
1 >(ج)م ا عت 

د س بين أنه يوجد لاي فضاءين جزئيين مغلقين ومختلفين ,7 و يلاامن فضاء منظمعر ؛ 

نب ليكن ١‏ فضاء جزئيا مغلقا في فضاء منظم عر بحيث يكون كل /.من 04 
ودار امورو كا عار ا لترار جا الاي المع اجا 
برهن أن جردلا ٠‏ ' 

+ لتكن يم أي مجموعة جزئية من فضاء منظم >راء :برهن بأن الشرط اللازم 
والكافي كي ,يكون #اء,د عنصرا من 034وم:- م هو أن يكون 0-(مر 
أنا كان م من د الذي يحقق الشرط 0دمرام + 

ه ‏ ( المجموعة الكلية ) ٠‏ بين بأن الشرط اللازم والكافي كي تكون مجموعة 
جزئية :ا في فضاء منظم كلية فئ. عر هو التالي : أيا كان *ع/ الذي يساوي 
الصفر حيثما كان على 84غ» فا م يساوي الصفر حيثما كان على هرء 


م من العناصر » ان الفضاء الثتوى ير كون كذلك ٠‏ 


٠/5‏ ممرهئة الفئة ٠‏ صرهنة المحدودية المنتظمة 


إن ميرهنة المحدودية المنتظمة ( أو مدا المحدودية المننظمة )- التى تعود 
لباناخ وشتاينهاوس ( +14 مء ) ذات أهمية بالغة » وفعلا فان كثيرا من الامثلة 
والنتائج التي ترد في التحليل الرياضي .تر تبط بهذه الممرهنة » أولها بحثه لوبيغ 
(وعوا 6 *وغالبا ما تعتبر مبرهنة المحدودية المتنظمة واحدة من الاركان 
الاساسية التى يستند اليها التحليل الدالى فى الفضاءات المنظمة ؛ أما الاركان 
الاخرى قن ديعا هان ‏ باناخ ( البندان 54 و سم ) » ومبرهنة التطبيق 
المفتوح ( البند ١١4‏ ) » ومبرهنة البيان المغلق ( البند 4 ٠) ١"‏ وخلاقا 


9(98آ سد 


لبرعتة هان - باناخ » فان المبرهنات الثلاث الاخرى من هذه البرهنات الأريع 
تنطلب شرط التمام ٠‏ وفعلا » فانها تجسد بعضا من أهم خواص فضاءات باناخ 
التي قد لا تنمت بها الفضاءات المنظمة في الحالة العامة ٠‏ 
ومن الاهمية بمكان ملاحظة .أننا سنتوصل الى المبرهنات الثلاث جميعا مسن 
حكن لكاتو ليت م يسمى مبرهنة بير في الفئات ء ومن 
ثم نشتق نشتق منها ميرهنة المحدودية المنتظمة ( في هذا البند ) » وأيضا مبرهنة التطبيق 
المنتوح ( في البند ٠ ) 1١:‏ أما مبرهنة البيان المغلق ( في البند 1١‏ ) فتستتتج 
انطلاقا من المبرهنة الاخيرة ٠‏ 


وبوجد لمبرهنة ديد في الات تطبيقات أخرى في التحليل الدالي 6 وهي 
أشنت الاساسي في دخول الفئة في براهين عديدة » راجع مثلا الكتسابين 
التاليين : 


لم1 -0 تاد كولمم أه«معسيظ ,(1965) .8 .2 رول رو سل8 
ممأكصاللا لمة عتقطءستع 


ات [! .5005 أمعنع010م10 معط ,(1963) وعطه1سمدلة .1 200 ,سآ .1 ,لإعلاعكا 
م10 ههلا تارملا 


سندرج في التعريف 4/اب١‏ المفاهيم اللازمة لمبرهنة بير /اب” ء ولكل 
من هذه المماهيم اسم حديث وآخر قديم نورده بين فوسين ٠‏ والاسم القديم في 
طريقه الى الزوال ؛ ذلك أن كلمة «فئة» تستعمل الآن لغرض رياضي مختلف 
تماما ( لن يرد في هذا الكتاب ) ٠‏ 
11-5 تعريقف ( الفلة ) 
© نرة ( د شي كثيفة في في مكاق ) في ذا لم تحنو لصاقتها اناا 
داخل ة(راجع اللند ام)ء 
(ب) هزيلة ( أو من الفئة الاؤلى ) في > اذا كانت 86 اجتماعا عدودا 
لجماعة من المجموعات كل منها نادر في يراه 


بد خ71آ يم 


بي غير هزيلة ( أو من الفئة الثانية )في اذا لم تكن بمو هزيلة في ياء 


كسلاس؟ مبرهنة بم في الفنات ( الفضاءات المترية النامة ) 

اذا كان الفضاء المتري غير الخالي +ز تاما » فاته هزيل في نفسه ٠‏ 

لذا فاذا كان ا غير الخالي تاما وكان 

لق عه ل -- )1( 

فان واحدة على الاقل من المجموعات 4 تحوي مجموعة جزنية مفتوحة وغير خالية . 
البرهصان ‏ : 

ان فكرة البرهان سهلة ٠‏ لنفترض أن الفضاء المثري التام غير الخالي عر هزيل 
فى تفسه ٠‏ عندئذ يكون 
١‏ 6 لا كا . [ف4 


1ع«عار 


حيث ,م نادرة في اه سننشىء متتالية كوشلي (م) بحيث تكون نهايتها م 
( التي نحكم بوجودها بسبب التمام ) غير موجودة في أي من المجموعات .84 8 
وهذا يناقض التمثيل (*) ٠‏ 

ان.34 نادرة في >ر فرضا » وبالتالي فان,86 تعريفا لا تحوي مجموعة مفتوحة 
غير خالية » في حين أن > تحوي مثل هذه المجموعة ( المجموعة > نفسها مثلا ) ٠‏ 
وهذا يتتضي أن يكون ,35 ٠‏ لذا فان المتممة ,8-ع - 27,6 ل ,2# ليست 
خالية ومفتوحة ٠‏ وبالتالي فيمكن اختيار نقطة 5 في 346 وكرة مفتوحة حولها ١‏ 
ولمك 7 « لد 
كع كلاه زع نيم)8 دروي 


انيه هي فرضا نادرة في ع » وبالتالي فانْ ,8 لاتحوي مجموعة مفتوحة 
غير خالية ٠‏ لذا ؛ فانها لاتحوي الكرة المفتوحة (رءؤةزيم)8 ٠‏ وهذا يقتضى أن 


سا ؟ط|؟! ب 


.. تكون المجموعة (,46:رم)8 87,20 ليست خالية ومفتوحة » وبالتالي فيمكن اختيار 
كرة مفتوحة في هذه المجموعة » ولتكن مثلا 

لدع > رع (عؤنيم)8 مكولةء (ء زوم) 8 > ع8 
واستنادا الى طريقة الاستقراء الرياضي » فاننا نجد متتالية من الكرات 

* 2 كدبع (ه زعم) 8 ع .8 


حصث أن © عديأئة مع وأذن 


2و1 - ْ اك عه (ممؤريم)8 يميق 


ولما كان“ 2>يه غ ان متتالية المراكز (يم) هي متتالية. كوشي » وبالتالي فانها 
تنقارب من عنصر وليكن م مثلا في عا ذلك لكون ع:تاما فرضا ٠‏ كذلك » فانه 
:اذا كان :”7 عددا مأ وم عددا آخرٍ يحيث عر 1 » فان (ممؤزمم)8 ,8 » 
وبالتالي فان 

(م ميم)ة + (مم ممم )ف 5 (م نمم )2 


1 جد (وريم)4+م16> 


عندما'ه مب« . لذا فان 68م أيا كان » ء ولما كان تيهدح 8 » فاننا نسرى 
أن يكزغعم :أيا كان «: » واذن نحد أن > 380 لاغم » وهذا يناقض كون 6اءم 
. وبذا يكتمل إثيات مبرغنة بير 8٠‏ 

وتجدر بنا الاشارة الى أن عكس مبرهنة بير ليبس صحنحا بعامة ٠‏ وقد ورد 
مثال على فضاء منظم غير تام دون أن يكون هزيلا في نفسه ٠‏ وهذا المثال وارد 
في الصفحتين ” و 4 من كتاب : 


ومععموظ . /ا علا ,عدوتتهدمة لهم عل كلعدفاظ ,(1955) .21 رأعلهط:ئ801 
ممفوعة1! توموط .7آ 3 111 .جقطت) .دعنواعماممم! كأع ممه 


شوق سنشتق الآن من مبرهنة بير مباشرة ميرهنة المحدودية المنتظمة المنشودة 


كن 


مس ء]#9 نسم 


وتنض هذه المبرهنة على أنه اذا كان ا فضاء باناخ : وأنه اذا كانت متتالية مسن 
المؤثرات 80 )8 ع3 محدودة فى كل نقطة عر من جز » فان هذه المتنالية محدودة 
بانتظام ء وبعبارة آخرى » فان المحدودية النقطية تقتضي محدودية بمفهوم أقوى » 
ألا وهي المحدودية المتتظمة ء ( ان العدد الحقيقي » في المتباينة (2) الواردة بعد 
قليل » سيتغير في الحالة العامة مع :د » ونعبر عن هذا بوضع الدليل في أسفل » » 
والهم في في الامر هو أن » غير تابعة ل # ) ٠‏ 


اب مبرهنة المحدودية المنتظمة 
٠‏ لتكن (1) متنالية من المؤئرات الخطية المحدودةلا -< :10 من فضاء باناخ 
الى الفضاء المنظم لا بحيث تكون النتاية (|1|) محدودة ايا كان + من > » 
كان يكون مشلا | 
ار 5156| 5 
حيث . عدد حقيقي ٠‏ عندئف تكون متتالية النظائم [7] محدودة » بمعنى انسه 
يوجد عند ٠‏ بحيث يكون 


212 © || )3 
المرهصسان : 
لنقابل كل عدد + من #8 بالمجموعة #*ح يف المولفة كل من العناصس »م 
المحققة للمتباينة 
أيا كان » غك :1 || 


ان يهىّمغلقة » ذلك أنه اذا كان + عنصرا ما من ,ق » فثمة متتالية (<) في عله 
تتقارب من 03 » وهذا يعني أنه ابل كل عدد مثبت المتبانة ع كت |إبدر || » 


وتحصل بالتالي على المتباينة 5 |:| » ذلك أن 77 مسثمر » وكذلك اللنظليم 
) راجع اليند 5م)ء. ٠‏ لذا فان ييه ء :د » وبالتالي قان يف معلقة ٠‏ : 


نلاحظ من )2( أن كل + من عر يتتمي الى مجموعة ما عم وبالتالي فان 7 


ل #91 المدخل الى التحليل الدالي م١"‏ 


0 : 5 
3 56 

عه ل ]دعر . 

الستيا 


وبما أن عر تام ؛ فانة إترتب على مبرهنة بير أن احدى المجموعات ينم تحوي كرة 
مفتوحة » كأآن كون مثلا 


.ميك - (7 :)8 ح م8 4( 


ليكن ه عنصرا اختياريا غير صفري من ٠#‏ لنضع 


اق 1 عدو + 2 دع )5 
ا« 2 


عندئذ يكون > امد دة » وبالتالي فان مهعج ٠‏ وهكذا فانا نجد انطلاقا من 
)4( ومن تعر دف 5 أن ما 12155 | آبا كان #2 » كذلك 4 كان م 2 ||معتيرة || 0 
لكون و8 >0« ٠‏ ونجد من (59) أن 
كع 
3 
وبالتالي فاننا نجد أيا كان »« ما بلى : 
4 1 1 
ما إأعداا > ك (إمحمدة ||+ |اع1|) + 5 لم« - ع)1]|| + > إعب1|| 
, 17 0 
. ترتب على هذا أنه أيا كان « فان 
بم 2 5 ]| مده - زاجة| 
1 5 , 1 داعا 
وهذا ليس سوى (3) بعد تعويض +40 دع 8٠‏ 
قطبية إن 
5لا . فضاء الحدوديات 


أن الفضاء ا منظم ع لكل الحدوديات المزودة بالنظيم المعرف ب 
»1٠٠0(‏ .و »ههى معاملات + ) أنه| هم - إ[ءد| 60( 
كك 


ليس تاما ٠‏ 
البرهصان : 

لنشكل متنالبة من المؤئرات الخطية المحدودة على عا تحقق (2) دون (3) , 
وبالتالي فان عا لايمكن أن يكون تاما ء 

سكننا كتابة حدودي وعم درجته ,ير بالصيفة 


0< عندما 0- بيه) أيه قم -0) 


( فى الحالة 0-+ » فان الدرجة لا تتحدد بالتعريف العادي للدرجة » الا أن هذا 
أمر ليس بذي بال هنا ) ٠‏ وسنآخذ كمتتالية للمؤثرات على 2 متتالية الداليات 
,22# المعرفة كمايلي: 

مه 1د لوه خم نام سية ‏ ,0دزم يسو رن 
إن م خطي ٠‏ كذلك فان يم محدود ذلك أن ااكابها وفق (6): وبالتالي فان 
اا » 5(«)م|ا + وفضلا عن ذلك فان المتتالية ((+)./|) تحقق (© أيا كان 
العنصر النيتك *2 ىْ ةا » ذلك آنه يوجد و الحدودي , الذي درحته ,نر 
معاملات عددها 2+1 » وبالتالى فاننا نجد استنادا الى 7) أن 

ت > إر»ه| نهم (1 + ,ل38) ك |(«)م| 

دوهي من الصيغة (2) . 

سنبين الآن (/) لاتمقق )3( » أي أنه لا يوجد 2 بحيث يكون 


© 5لاا> || أيا كان 4» ٠‏ ان هذا أمر نقوم به باختيار حدودبات غير مؤانية ٠‏ 
ونختار ل / الحدودي 0 المعرف كالتالى 


ا 0" 
عندئذ يكون 1-|| وفق (6) ونجد أن 
اا«] «عم ع 1+. 1+٠.‏ +1 د وميم 


--#]آ ايام 


نذا فان ,]رات اكلا :-وبالتالي فا (|/!).. غير _محدودة 8٠‏ 
لا متسلسلات فورييه 


من المعلوم 4 كما سيق ورأينا في دم »6 أن متسلسلة فوربيه للك 5 
. معطاة > دورها م2 هى من الشكل 


صم صف برط + نوم كمه ه) )0 +مهة (8) 
سينا 
وأن معاملات فورييه ل * “تعطى بدستوري أولر التاليين 
2 1 2# 1 
بعك غجم صخو (1)ء ] 4-ة بك 554 05 (4)< | 1ه )9 
2 2 
| كتينا 72 في (8) كي نجد دستورين فقط في )9 » في حين أنه عندما كتتبنا 
فى اها » قاننا احتحنا الى ثلاثة دسائير | ٠‏ 
من المعلوم أن ال متسلسلة (8) قد تتقارب حتى في: نقاط تكون فيها * غير 
مستمرة ( راحم المسآلة ه١1‏ التى تمدنا يمثال د سيط عن هذا ) ٠‏ وهذا سين أن 
غير كاف كذلك«*» :ه وفى الحقيقة فانه اذا استخدمنا مبرهنة المحدودية المنتظمة 
فانه يمكن اثيات ما يلي : 
ثمة دوال حقيقية مستمرة بحيث أن متسلسلات فوربيه لهذه الدوال تتباعد 
في نقطة معطاة 4 ٠‏ 
ليكن عر الفضاء المنظم المؤلف من كل الدوال الحقيقية المستمرة التي دورها 
م00 
“د إن شرط الاستمرار ووجود مشتق أيمن ومشتق اسر في نقطة :م كاف للتقارب 
ف م . رأجع الصفحة .لا من كتاب لاقملدمهمظه 177 (565|) . 


- 79598 ننم 


2 حيث تعر ف النظيم بالمساواة 
.|0)ء| عسقم > ند )010 
ان اهو غضاء باناح استنادا الى هسه حيث 0-م وج8-2 ٠‏ من المسكن 
أخذ 0>-م دون مس العسومية ٠‏ لاثبات دعوانا » ستطيق ميرهنة المحدودية 
المنتظمة 4لا“ على يم- 2 »© حيث (2)يم هو القيبة في '0-, للمجموع 
الجزئي للحدود الاولى التي عددها « من متسلسلةفور به ل دء وبما أهعندما 0< 
تكون الحدود الجيبية صفرية وتكون حدود جبوب التمام واحدية » فاننا نساتنتج 
من (8) و (9) أن 
م2 2 +مهة - («)م] 
ا 1 ع1 1١‏ 1 
5646 وم0 ١)‏ +-08)« 21د 
اس آم 27 
سنعين الدالة الممثلة بالمجموع الوارد تحت اشارة المكاملة ٠‏ لهذا نحسب 
وم أ مزه 2 7 ع ايم قمع ١‏ امه 2 
83+ م ) مذو + 4( - و« ) هزر -] 1 3 
ينا 
,4+ م) مزو+عؤ وزوه - 


حيث نحد العارة الاخيرة بملاحظة أن أكثر الحدود تحجذف أزواجا ٠‏ وبالتقسيم على 
»هذه واضافة 1 الى الطرفين ؛ فاننا. نجد أن 


٠. 1‏ آنا 
الاخقلظة بر ووى ل 1+2 
ثانا 


دزو 
وبالتالي » فان الدستور الذي بعطي ).م يمكن أن يكتب بالصيفة البسيطة 
التالية 1 
الاجنيمة_بىي 44 0) 55 1 
> مضل 9 1١‏ 2 00 


لد ه]# سم 0 


. ويمكتنا بالاستعانة بهذا أن نبين بآن الدالي الخطي. / محدود + وقعلا قاله ترتب 
على (10) و(11) أذ 


6 ).ها “| لتكديه رميو | معاعمم جك إم) ا 
ونرىق من هنا أن 1 مجدود ٠ه‏ وفضلا عن ذلك »> فانه اذا أخذنا ال مناة عندما 
تمسح ب جميع العناصر التي نظيمها 1 » فاننا نحد أن 
"| دما 
01 |2)مو| ]2 0 
ستبين الآن أن الاشارة غي هذه العلاقة عي اشارة التساوي ٠‏ ولهذا تكتب 
2).و2)] > [ه)موا 


حيث 2+1()لا في كل نقطة , تكون فيها 0().. » وحيث 1--0)ر فيما 
عدا ذلك ٠‏ ان «ر ليست مستمرة » بيد أنه اذا كان 8 عددا موجبا معطى ؛ 
فانه يسكن ربطه بدالة مستمرة ‏ نظيمها 1 بحبث أنه من أجل + هذه يكون 


>|:4 ©)ءو[2)2 1 ا | 2 
وبكتابة هذا على شكل مجموع تكاملين » والاستعانة ب (11) نجد أن 


ْْ! اا 
-إه 2)به0)ر 1 -غ4 4),و2)» وأا2 


ٌ >1 
.86> 3 | )موا | طم 
وبما أن 0< اختياري وأن 1-|*| » فائنا نجد الدستور المنشود 


اوها | لج - لاما 0 


5567 بس 


سنبين أخيرا أن المتتالية ([6|) غير محدودة ٠‏ فاذا عوضنا في (12) عبارة 
:© من (11) © وأفدنا من أن :4:|>41هو|. عندما يكون [+0,2)ع: © ووضعنا 
دربم فانا نجد مايلي 


2+ م) مله 


2 1 : 
ملو جد - انا 


27 1 
1 إن «) مهنو ]ل 
35 


41 


00 ملو| ام | 


3 
اآلن0 


ل | 
7 لا 
قََ 0 


7 2 


(1+) 1ج 
مك د هذة| إٌ 2 
يتا 


عندما هجدع ود يست ا 
لكون المتسلسلة التوافقية متباعدة ٠‏ لذا فالمتتالية (||) غير محدودة ؛ وبالتالى 
فان (3) (حيث ,/-.12 ) غير صحيحة ٠‏ وبما أن 3 تام » فاننا نستنتج أن 2) 
لا يمكن أن تصح من أجل جميع العناصر + » وبالتالي فلابد من وجود » من ير 
بحيث تكو ن((*),|) غير محدودة ٠‏ وهذابعني استنادا الى تعريف ي, أن متسلسلة 
فوريه للدالة + هذه متباعدة فى النقطة 1-0 8.٠‏ 

لاحظ أن برهاننا للوجود هذا لا ينبئنا عن كيفية ابجاد مثل هذه الدالة 
المستمرة د بحيث تتباعد متسلسلة فوريبه ل في نقطة م -, ء وقد أورد أمثلة 
على مثل هذه الدوال كل من فيجير زم ) مم ) وروغوزنسكي 
فلكم ومع 120 (وهموا م) ء ٌ 


ب 5593 بسد 


سانا - 
5 4 
0 ب ما هي فثة مجموعة كل الاعداد العادية (1) في 8 (ب) في تفسها ( حيث 
المجموعة مزودة بالمترك الوق ) ؟ . ْ 
* ماه فل مجمومة كل العداد الصحيحة 01 في ب () في تفسها ( حيث 
ندا رجه ميوعت اده الصا رع قار بو اا اا 
5 ا ٠‏ 
0 د 0 كن 7 9 ٠‏ 
5 س بين بأن المنممة 6« لمجموعة جزئية هزيلة 44 في فضاء متري تام عر غير هزيلة» 
الاسم ( الرنين ) ليكن عر فضاء باناح و)غا فضاء منظما و ()8ء5 ع 
+ » مثرثرات بحيث يكون «+-17.1|مناده بين أنه توجد نقطة عم 
بحيث يكون + > |[مدم1 || مياد 3 [ تسمى غالبا النقطة 30 نقطة الرنين » 
ومسألتنا توحي. باستعمال مصطلح مبرهئة الرنين لمبرهنة المحدودية المنتظمة ]ء 


م ل 2 2 00 الفضاء ضروري 3 الع أ الام 3 0 3 
0دع 5-5-5 00 6 حبث ري 38 4 هدم ار أن 1 معرف 
كما بلي: ومع وام دم ٠]‏ 
ه- ليكن ٠و‏ » حيث يعرف الموثر ميم بو كما يلى : 
روت بي وغ) جسسل( ٠٠‏ رو رو 5ز#) 


أوجد حدا ل 1ع5ة| , أوجد (ص2إسنا و :| ,اعمة| سنا , 


(٠‏ الفضاء ه ) لتكن ()-در و معنن بحيث أن 2608 تتقارب أيا كان 


ل اال ا 


و (ة) دع » حيث ‏ «زعن هوق المضاء الحرثي المؤلف من كل المتثاليات 
العقدية المتقاربة من الصفر ٠‏ بين بأن مع إرواية ) استعن 3 اسم ) 5 
١س‏ ليكن ا فضاء باناخ و ؟ فضاء منظما و للا )هع 2 متتالية بحيث تكون 
(2) متتالية كوشي في 4 أن كان » من ير ٠‏ بين أن (121|) محدودة ٠‏ 
؟ ‏ اذا كان لآ فى المسألة !١‏ تاما أضاأ » فبين أن :2 جسدين1 © حيساث 
( )18 « 
ا اذا كانت (<) متتنالية فى فضاء بأناح ا بحيث أن )»»٠(‏ محدودة أن 
كان # من ا » فبين: أن (دا) محدودة ٠‏ 
ات اذا كان يد و # فضاءي باناخ وكان 268063 » ...,1,2-ع » فبين بأن 
الدعاوى التالية متكافئة : 
() 7.08) محعدودة » 
[ 5 قوم محدودة أنا كان دمن اه 
(ج) ومين محددودة آيا كان »م من ير وأبا كان م من ا 
6ل لتبيان أن متسلسلة فوريه لدالة » قد تتقارب في نقطة تكون فيها » غين 
مستمرة » أوجد متسلسلة فورييه للدالة 


اذا كاذ (0>روج- 0ه 


.)ع > (ج2 + 
0 42 اذا كان ج>:05 1 


ارسم يبان 5 وبانات المجاميغ الحزئية 52007 بر » وقارن 50" 
بين بأن قيمة المتسلسلة في النقاط +م+ -؛ هي 2 ء وهو الوسط الحسابي 


للنهابتين اليمسى والبسرى ل «داة إن هذا سلوك نموذجي لتسلسلات 


٠. فورسه‎ 


7 ١]9آ‏ ند 


الشكل (؟2)) ٠.‏ المجاميع الحزثية الثلانة الاولى ده 3 5 3 ود في المسالة ١6‏ 


86-5 التقارب القوي والنقارب الضعيف 


لقد سبق وعرفنا في التحليل الرياضي الابتدائي أنماطا مختلفة من التقارب 
( تقارب عادي ؛ وشرطي » ومطلق » ومنتظم ) * وكان من تتيجة هذا أن نظربة 
المتتاليات والمتسلسلات وتطبيقاتها تمتعت بقدر كبير من المرونة ٠‏ ان الوذ 
مماثل في التحليل الدالي » بل اننا هنا أمام تنوع أكبر للامكانات ذات الاهمية 
العملية ٠‏ وفي هذا البند » سنعنى في المقام الاول « بالتقارب الضعيف » » الذي 
شكل واحدا من المفاهيم الرئيسية ٠‏ وتقديمنا له الآن يعود الى أن نظريتة تفيد 
الى درجة كبيرة من مبرهنة المحدودية المنتظمة التي بحثناها فى اليند السنابق ٠‏ 
وفعلا فان التقارب الضعيف واحد من آهم تطبيقات هذه المبرهنة . 

لقد سيق وعرفنا تقارب متتاليات عناصرها تنتمي الى فضاء منظم في البند 
؟سا” ؛ وسنسمي هذا التقارت من الآن فصاعذا التقارب القوي بهدف تمييزه عن 
« التقارب الضعيف » الذي سورد تعريفه بعد قليل ء لذا فاننا نورد أولا ما يلي : 


5سغ1 تعريف ( التقارب القوي ) ْ 
يقال عن متنالية (م:) في فضاء منظمعز انها متقاربة بقوة ( او متقاربة في النظيم ) 
اذا وجد ب« من كز يحيث يكون 


> اع - معدا سنا 


سا ءالا يد 


ونعبر عن هذا بأن تكتب 
أو أن تكتب يكل بسك 
و ده 
قسمى د النهاية القوبة للمتتالية () » ونقول إن (:) تتقارب بقوة من 
داءق8 
أما التقارب الضعيف » فانه دعرف بدلالة الداليات الخطية المحدودق على 
آ كما يلي : 
؟ساس؟ تعريف ( التقارب الضعيف ) 
يقال عن متتالية )ند في فضاء منظم >< انها متقارية بضعف اذا وجل م 
من ير بحيث أنه أنا كان 7# من فان 
.00/ - 1 وخر 
عد جا رد 
أو بالكل «ه يد ٠‏ يسمى العنصر ر النهاية الضعيفة ل () » ونقول إن 
(<) تنقارب بضعف من 03 فى ]| 


لاحظط أن التقارن الضعيف علي تقارب المتتاليات العددية )م حت بره أبا 
كان 1 من “نش *« 


وفي 0 العامة للسعاد لات ل 3 فوسخ هنذا 0 مدأ" 


-- 8891 سد 


أساسيا فى التحليل الدالي ٠‏ ونمني به حقيقة أن دراسة الفضاءات غالبا ما 
لتطبيق التقارب الضعيف » فانه يلزمتا التعرف على بعض خواصه الاساسية 
التى سننص عليها فى التمهيدية التالية ٠‏ سيلاحظ القارىء أننا نستعمل في الاثبات 
نبرهئة فان ب باناخ (من خلال سب و 4ة ١‏ ) وميرهنة المحدودية 
المنتظمة ٠‏ ان هذا سين أهمية هاتين المبرهنتين فيما بخص التقارب الضعيف ٠‏ 


؟الب؟ تمهيدية ( التقارب الضعيف ) 

لتكن (,) متتالية متقاربة يضعف في فضاء منظم 2< » كأن يكون مشلا 

برج ده عندئذ نجد ما يبلي 5 

9) النهاية الضعيفة + ل (5) وحيدة ٠‏ 

(ب) كل متنالية جزئية من (<) تتقارب بضعف من + ٠‏ 

(ج) التتالية ([ا) محدودة ٠‏ 
البرهان : 

)0( لنفت رضن أن برجت بر وأبضا: ومتاير ٠‏ عندئذ يكون 
ل (يم/ وأيضا زور رهم ٠‏ .ولا كانت (()/) متتالية عددية » فان 
ب" نهايتها وحيدة ء اذن ()/-0)/ » أي أنه أيا كان / من ا فان 
٠‏ 0 - (ر - عر - (0[ - )1 


..وهذا يقتضى أن يكون عد ر-» استنادا الى النتحة 1 د 4 وبالتالي فان 


النهاية المتحيفة وحيدة ٠‏ 


(ب) ان هذا ينتج من كون ()]) متتالية متقاربة من الاعداد » وبالتالي 
فان كل متتالية جزئية من (()م) متقارية ولها نهاية المتتالية نفسها ٠‏ 


6 يما أن ((,»)م) متتالية متقاربة من الاعداد » فانها محدودة » وليكن 


#987" سد 


5 /ُ 


مثلا نب ك|(ام/ا أيا كان « » حيث ب ثابت نتعلق ب م وفيس ب « ء وباستعمال 
التطبيق القانوني »هر يعر بح ( البند 4 ) فيسكن تعريف ,ع من "كر كما بلي : 
6 ([ - 0اءه . 
( تكتب بع بدلا من .ع التجنب كتابة أدلة للادلة ) ٠‏ عندئذ نجد لكل » أن 
ش رب ك الدم)م| - مامكا 
أي أن المتتالية (0(/).ه) محدودة أيا كان م من "ذء بما أن" تام وفق عه الل4؛ 


فان مبرهنة المحدودية المنتظمة خسم قابلة للتطبيق وتقتضي ان تكون (.وا) 
محدودة ء وبما أن || > .و استنادا الى ١4‏ فان (ج) صحيح 8٠‏ 

قد بعجب القارىء لكون التقارب الضعيف لا يلعب دورا في التحليل 
الرياضي » ان السبيب البسيط لهذا بود الى أن التمييز بين التقارب القفوي 
والتقارب الضعيف فى الفضاءات المنتظمة منتهية البعد يزول تماما » سنثبت الآن 
صحة هذا الكلام » كما ثبرر مصطلحي « القوي » و « الضعيف » ٠‏ 


بغ مبرهنة ( التقارب القوي والتقارب الضعيف ) 

لتكن () متنائية في فضاء منظم + ٠‏ عندئذ ننجد ما يلي : 

)2 ان التقارب القوي يقتضي التقارب الضعيف » والنهاية واحدة ٠‏ 

(بع أن عكس () ليس -صحيحا بعامة ٠‏ 

رج) اذا كان :5ت ير مزق »6 فان التقارب الضعيف يقتضي التقارب القوي ٠‏ 
البرهسان : 1 

() أن وميم تعنى تعريا أن وجل إد- .| » وهذا يقتضي أنه أيا , 
كان م من عر فان ١‏ 

0 جب إإبد - وند|||ا/||اك الع - مد)مر| > |()] -(مة) ]ا 

وبالتالي فان عر يت بعر 1 


#909 ليد 


١ب‏ _بيكن , التحقق ‏ ن هذا عن طريق متتالية تعائةة: يعت ليع في 
ا 1 من 87 تمثيل رس (2 ,)2< -<(2)ر ٠‏ 
لذا فان (2 ,ه) -(60)/ ٠‏ كذلك » فان متباينة بسل هي ( راجع له ) 


.“ات ]اك :]20 ,)ا 2 


لذا فان المتسلسلة الواردة في الطرف الايسر متقاربة » وبالتالي فان حدودها يجب 
أن تتقارب من الصفر عندما” مه جس عر الامر الذي ,يقتضي أن دكون 


0 جمس (ج ,»ه) - (6)ز 
وبما أن . 'يرءم اختياري » فاننا رى أن 0م حت5شدا ليم » فى حين 
أن (يه). لا تقارب بقوة نظرا لكون : 
متوم) 2( - به رم + بر4) كت إإم» - يبرو | 1 
6 لنفترض أن از جسسسشس ور وأن - 36 معتل *# لشكن (ه ,١٠٠ىن»)‏ أى 
قاعدة ل عدا وليكن مثلا 


نين لج .رع نين حبار 


6 ل + ٠ع‏ 61 وين ع عر 
لدينا فرضا ««)مرج («)مر أبا كان م من بره لنأخذ بشسكل خاص الداليات 
كم ,..., #المعرفة كما يلى : 1 
.(/ 3 يم) 0 زيوار 1 >(6) 


) نذكر بأن هذه هي القاعدة الثنوية ل لمه,١0٠ىها,‏ راجع اليند بسيه ( عندئذ 
يكون 
مره > (6) ر "أيه > (بتار 


دم 794 سم 


لذا فان («)مز - (0):] تقتضي أن مكون ب ل 0ه ٠‏ نستتتج من هذا 
مباشسرة أن 
ينا 


3 
00 


ع 
م هل إواايه-”ر»| بآ > 
م 


عندما ه جد عم الإأمر الذي سين بأن (م) متقارية بقوة من عراء 8 

ومن الطريف آن نلاحظ يأنه توجد أبيضا فضاءات غير منتهية البعد يكون 
فيها مفهوما التقارب القوي والتقارب الضعيف متكافئين ٠‏ وقد بين شور نط5 
(1؟9١‏ مء ) أن 7/ هو أحد هذه الفضاءات + 


أمثلة 


سه فضاء هليرت 

الشرط اللازم والكافي كي يكون , 5 ,د في فضاء هلبرت هو أن يكون 
(2 «) جرح بريد) أياكان 2 ف هذا الغضاء ٠.‏ 
البرهصان : 

هذا أمر واضح استنادا الى سم( ٠‏ 


ابس" الفضام ”/ 


الشرط اللازم والكاق كي يكون< :ل به في الفضاء "1 » حيث 0+>م>1 » 
هو أن يتحقق الشرطان التاليان : 
(9) أن تكون التتالية (|1]) محدودة ٠‏ 
رب اذا كان / عددا طبيعيا مشيتا » فان ع#بجمدناع عندما ه جد ير . 
لدينا هنا () - مد (5)-+ 


ما ه#لا نمه 


البرهان : ْ 

الفضناء الثنوي نا 0 ناك رَاجع هعاسب -٠-‏ وكقاعدة لشناودر في 0 
نورد المتثالية 6 5 أصفار عدا الحد النو ني * 
ان. (») هدهم5 كثيفة في *] 8 وبالتالي فاننا تصل الى ما ذ نبغي استنادا الى. التمهيدية 
التالية : 
)ب تمهيدية ( التقارب الضعيف ) 

الشرط اللازم والكاني كي يكون ,, 8 بير في فضاء منظم عر هو أن يتحقق 
الشسرطان التاليان  :‏ 

17 ان تكون المتنالية (|د|) محدودة ٠‏ 

(ب) اذا كأن م أي عنصر مسن مجموعة جزئية كلية ير مسن 7 » فسان 

)حب ()/ ٠‏ 
البرهان : 

8 التقارب الضعيف » فان (1) ينتج من التمهيدية 4م" ؛ ويكون 

وبالعكس + لنترض تمقق (1)توزب)+ لناعة أي تمن جره ولثيت: أن 
(«)م ب (مد)ر» الامر الذي يعني تعريفا ان التقارب ضعيف ٠‏ 

لدينا استنادا الى (1) أن »ادا أيا كان « » وهكذا فان 56|»! حيث 
» عدد كبير بقدر كاف ٠‏ وبما أن 84 كلية فى ير ؛ فانه بوجد لكل م في كر 
متتالية (م) في 84 هدمة بحيث أن م جل | ٠‏ وبالتالي » يمكننا أن نجد تكل 


7 1> 


وفضلا عن ذلك ٠‏ فلما كان ا سقمذع رز وفق الغورض 5 4 فيوجد عذد كي 
لا بحيث أنه اذا كان « أي عدد طبيعي تحتق الشرط /8<2 فان 


لاخ لس 


.> هار - (محارزا 
وباستخدام هاتين المتباينتين وتطبيق متباينة المثلث ؛ فاننا نحد عندما 27 <8 أن 
عكار مم ورا إ(ص)ر - روم زرا المدار - (م)ر| ك لمر - (مد)]| 
اعلا - زرا ع+ اها نارم - م > 
لوقه 


5 5 000 7 3 ىِ 
ولما كان يزعم اختياريا » فان هذا بشبت أن المتتالية () تتقارب بضعف من 


ءا 8 
مسساتئل 
١‏ (التقارب النقطي ) اذا كان [ذني.م]ءءع.+ وكان [ ,© #«متاير : فين 
أن 0 متقارية نقطيا على [0,ه] »6 أي أن مه متقاربة أنا كان , 
من [6,ة] ٠‏ 
؟ ل ليكن عر و 8*١‏ فضاءين منظبين و 3 )ه8ء7 » ولتكن (.) متتالية فى , 
3 فاذا كان مدمتايج ع أثبت أن :2 د10 ٠.‏ 1 


اع اذاكانت رين و ىن متتاليتين في فضاء منظم واحد »فسان أن ب كم يم 
و رمت سير يقتضيان أن بوجي كب لز وأيضا أن جه مسب يديه 
حبيث هه أي عدد ٠‏ 


4 أثبت أن د يقنضي أن ,يكون إمما< اما يرن ٠‏ ( أفد من المبرهنة 
كل ).» 


ه ‏ اذا كان مومكدء في فضآاء منظلم بر » فيين أن 89جمم حبث 
حيث (») وووو د ٠‏ ( استخدم التمهيدية هك-ه) * ْ 


5 ا لتكن ىن متتالية متقارية بضعف في فضاء منظم # » ولتفترض أن 


الام ب المدخل الى التحليل الدالي مب ؟ 


مد منت ده برهن على وجود متتالية (.9)_حدودها تراكيب خطية لعناصر. من 
١‏ ()-حيث “تتقارب هذه المتتالية بقوة من 0+ 

ا ب بين أن أي فضاء جزئي مغلق * من فضاء منظم ير يحوي انهايات كل 
المتتاليات المتقاربة بضعف من عناصر نوا ٠‏ م 

هر 3 ) متدائية كوشي 31 عو ( 5 ة . بة كوشي الغ عوه 3 0 
حقيقي أو عقدي عر هي متتالية )) الاو 0 اك 
من  *‏ فان المتتالية (5)/) تكون متتالية كوشي في © أو ».على الترتبب»٠‏ 


( لاحظ أ ن (م/ وار د «يجو اد كاك كرجدي 
الضعيفة محدودة ٠‏ 


1 2 اتعن هر مجتوعة في فشا منقام يز يفيت تكوق كل مصوعة حرا غير 
خالية في م حاوية على متتالية ضعيفة لكوشي ٠ ٠‏ بين أن م محدودة ٠‏ 
٠١‏ ( التمام الضعيف ) يقال عن فضاء منظم ا انه تام يضعف اذاكانت كل 

بين عندئذ أن عا تام بضعف ٠‏ 


94-5 تقارب متناليات اأؤثرات والدالبات 


ان متناليات المؤثرات والداليات الخطية والمحدودة تنشا مرارا لدى الصياغة 
المحزدة لمواضيع معينة » مشل مساكل تقارب متسلسلات فوريه ء أو متتاليات 
حدوديا تالاستكمال همنغهامميعنهز » أو طرائق المكاملة العددية » وغيرها » وفي 
مثل هذه الحالات تكون عادة معنيين بتقارب تلك المتتاليات للمؤثرات أو الداليات 
التي تكون متتالية النظائم المقابلة لها محدودة أو تحقق خواص ممائلة ٠‏ 


وتبين التجربة أنه في حال المتتاليات التي حدودها حاص عن فضا طم 
أن التقارن القوي والتقارب الضعتف كينا عر فئاهما في البند. السابق هما 


غ795 نم 


مفهومان مفيدان ٠‏ وفي حال المتتاليات التي حدودها مؤثرات (7 )21,8 فقد 


٠ 7‏ تبين أن ثمة ثلاثة أنماط من التقارب ذات قيمة نظرية وعملية كذلك » وهى : 


ْ )00 التقارب في النظيم على للا 2168 
)0 التقارب القوني ل (36) في لآ » 
0 التقارن الضعيف.: ل 1 في 07> 


وفيما يلي ورد التعاريف والمصطلحات الضرورية 6 وكان قد 5 فون نوسان 
ممقتصياء ل سمي . ةا ذا وية 1 م 3 ا 


19-5 تعريف ( تقارب متتاليات المؤثرات ) 0 
ليكن ع و 8 فضاءين منظمين ٠‏ 
نقول عن متتالية (10) من المؤثرات (37 )3068 انها : 
(1) متقارية بانتظام:*) اذا كانت .(2) متقارية في النظيم على )8 ٠‏ 
(؟) متقاربة بقسوة اذا كانت (2) متقاربة بقوة في لا أيا كان ير من جرا٠‏ 
() متقارية يضعف اذا كانت (2) متقاربة بضعف فى و أبا كان» 

0 ٍ 
واذا أردنا استعمال الدساتير » فان هذا يعني وجود مؤثر ل ج 2 :17 بحيث أن 


 0(‏ مممم-تم 


() مج|إبة-ع| أبا كان »من عر 

6 مجاصمر- سرمما أيا كان » من عير وآيا كان م من نه 
على الترتيب ٠‏ يسمى 7 النهاية المنتظمة » والقوية » والضعيفة ل (,7) على 
الترتيب 8٠‏ 


ده بطلق بعض !أو لفين على هذا التقارب اسم «التقارب المنتظم بالنسسةللمؤثرات» 
وذلك زبادة في التحديد . الا آننا سنكتفي بتسمية « التقارب المننظم » بقصد 


الاختصار ٠‏ وترد ملاحظتان ممائلتان ف (؟) و ؟) من هذآأ التعريف ٠.‏ 
(المترجم) 
-- 884 سس 8 


. لقد سبق وأشرنا في البند السابق أنه حتى في التحليل الرياضي + ع 
الموذ نوع الاسط من التحليل الدالي » فان استعمال مفاهيم ,متنوعة ؛ للتقارن بعطي 
نظرية المتتاليات والمتسلسلات د قدرا أكبر من المرونة ٠‏ ومع ذلك » فقد يضيع 
القارىء في خضم المفاهيم العديدة التي أوردناها توا ٠‏ وقد. يسأل عن سبب لزوم 
التعامل مع ثلاثة أنواع من التقارب لمتتاليات المؤثراث, ٠‏ والاجابة تتلخص في أن 
كثيرا من المؤثرات التي ترد. في المسائل 'العملية تعطى على أنها نوع معين مسن 
النهاية لمؤثرات أبسط ٠‏ ومن المهم معرفة,مأذا نعني ب « نوع معين » » ومعرفة 
أي من الخواص لمؤثر النهابة. تقتضيها خواص المتتاليات ٠‏ كذلك ؛ فاننا عند البدء 
بدراسة ما : لا تعلم دوما بأي ,معن توجد النهايات ع لذلك ذانه لأمر مفيد أن 
تكون لدينا جملة من الامكانات٠وقد‏ يكون المرء في مسألة محددة قادرا على اثيات 
التقارب بمعنى « معنّدكٌ »6 جدا فقط » بحيث يكون لديه على الاقل شىء ينطلق 
منه » وبعد ذلك يطور أدوات لاثبات التقارب بمعنى أقوى » الامر الذى يكفل 
خواص < لد » لمؤثر النهابة ٠‏ وعة مر أموذجي في حالة المعادللات التفاضلية 
مثلا 


ليس من العسير اثيات أن 
(3) - هج «() جد ([0) 


( حيث النهاية واحدة:) ؛ الا أن العكس ليس صحيحا بعامة . كنا يسكن أن تراه 
من الامثلة التالية ٠‏ ْ 


[ و 1 4 


؟سسلاس؟ (الفضساء 7/2 ) 


لتأخذ فى ي الفضاء */ المتتالية (2) » حيث اللمؤثرات 2/ جب :2 معرفة. 
كالتالى : 
5(" " * وقجية محبة مرعبق ,0 0,٠٠١,‏ ,0) - ل 


(ؤممع2 م) 


بنذا.#6آا يدم 


حبث تع روغ م) عر ٠‏ ال هذا المؤثر خطي ومحدود + ومن الواضح أن 5 
متقاربة بقوة من الصفر ء ذلك أن 0-0 جديىن2 . الا أن (7) ليست 
متقاربة بانتظام ذلك أن 1-[م1|-|12-0 * 

4-5-؟ (الفضاء :7 ) 


لنأخذ متنالية أخرى كوم من المؤثرات 6 جب 2ر/ معرفة كالتالي 


(00 روك رك بك 0,٠,0,‏ ,0) ع ,1 


(ؤوميه2 + 


حبث 2ع رق بع) عر ء ان هذا المؤثر خطلي ومحدود ٠‏ سكين أن 1 
متقاربة بذ بضعف من أ لصفر ؛ دون أن تنقارب بقوة ٠‏ 


لكل من الداليات الخطية المحدودة م على 2/ شثيل رس «ع«مداء أي أله 
لدينا وفق باسح 


074 )0 >( )د )زر 
1و : 
حيث 2ل () - ج ٠‏ لذا ءًً كاذا وضعنا +0 ددر واستعملنا تعر لف 1 نحصد أن 


عله لا «دقدة 78 دن متا- مار 
1 اجوعر 


واستنادا الى متبابنة كوشي ‏ شقارتز من "5١‏ » فان 0 
ا 5 لكا بل كثاله )| - )را 


ان المنسلسلة الاخيرة هى باقى متسلسلة متقاربة ٠‏ لذاءفان الطرف الاسن إيقترب 
من 0 عندما هجح ع وبالتالى فان (0)م -0 جه (ن1)/ : وهذا إلعلى أذ ويم 
تقارية يضعف من 0+ 


518 بد 


مد أن )لست متقازية بقوة . ذلك أ نسه اذا كهزنا حو بن دوم 


فانه يتكون 
8 .لم عروم) 12-2 +12 د عر ع1 | 
ان الداليات الخطية هي مؤثرات خطية ( مداها في الحقل العددي 8 أو» ): 


وبالتالي فان )١(‏ و () 00 يمكن تطبيقها مباشمة ٠‏ إلا أن (؟) و 
60 بغدوان متكافئين الآن للسبب التالي ٠ ٠‏ كان لدينا من قبل 1ع +1 » لكن لدينا 
الآن 0م/ بتي الى 8 ( أو» ) ء لذا فان التقارب في (؟) و () يتم الآن في 

. الفضاء منتمي البعد ( بل ووحيد البعد ) © (أو © ) » وبالتالي فان (؟) و (م) 
متكافئان مادا آلى (ج) مسن الممرهنة همه ٠‏ ويدعى المفهومان الباقيان 
التنقارب القوي والضعيف* ) الذي نقرأه 2 التقارب الضعيف نحمه ة»): ١‏ 


5كس4 تعريف ( تقارب متتاليات الداليات القوي والضعيف* ) 
لتكن (م) متتنالية من الداليات الخطية المحدودة على فضاء منظم ٠>‏ عندئف : 


)0( دعني التقارب القوي ل )1 أن ثمة داليا *اعم بحيث يتكون 
وجل مر مرا ٠‏ وتكتب هذا بالشكل 


جمس يرك 


(ب) يعني التقارب الضعيف* ل (/) أن ثمة داليا م من © بحيث 
يكون )رج )ىم أيا كان من بر ٠ونكتنٍ20©هذا‏ بالشسكل 
1 #متعاير 
سي في(1):و ب النهاية القوية: والنهاية الضعيفة* ل (,) تأعا 8٠‏ 


» هذا المفهوم أهم الى حد ما من مفهوم التقارب الضعيف ل (#) الذي يعني‎ )١( 
كما سبق وراآينا في 5ال؟ ؛ أن رجه ريمع أيا كان هي من بر . هنا‎ 
ويقتضي التقارب الضعيف التقارب الضعيف* » الامر الذي يمكن روؤيته‎ 
. ) 6 باستعمال التطبيق القانوني المعرف في البنذ 55 ( راجع المسألة‎ 


ب- 7585 بد 


وبالعودة الى المؤثرات ( )8ع 7 » فيمكننا السؤال عما يمكن قوله 
حول مؤثر النهابة بن جوز :2 في )١(‏ و ()) و( ء 

فاذا كان التقارب منتظما فان (0 )8 »7 » وفيما عدا ذلك لا يكون ل 
له" -1| م مى ٠‏ واذا كا التقارب قوبا أو ضعيفا » فان '7 بظل خطيا » الا 
اك الزكر ديك جود انان 6 اح فآ + 
مال : 


لي ا 4 على 2,6 اليم 
فضاء ء تاما ء سنعرف متتالية من المؤثرات الخطية المحدودة 7 على 2 بالمساواة 


)0 ' ' وجي يجي مو و08 *رو3# ورك) ح در 


وبالتالى فان حدود > من الشكل يز اذا كان ,ركر » ومن الشكل ث اذا 
كان <ر ٠‏ ان هذه المتتالية تتقارب بقوة من مؤثر خطي غير محدود 7 معين 
بالمساواة ( () -72 ) حيث ثز - ,« ٠2‏ 

بيد أنه اذا كان © تاما » فلا يمكن أن يحدث الوضع الذي ورد في الشال 
السابق » نظرا لانه عندئذ ترد التمهيدية الآساسية التالية : 


5ه تمهيدية ( التقارب القوي ) 

ليكن 7 ,8)6 17 حيث لا فضاء باناخ و ل فضاء منظم ٠‏ فاذا كانت 
التتالية (,7) متقاربة بقوة » وكاتت نهايتها 7 » فان ((8 )8 7 
المرهان : 

ان خطية 7 تستخلص مباشرة من خطية: > ٠‏ وبما أن 78 جه مم3 أيا كان 
من عدء فان المتتالية (,1) محدودة أن كان برع راجع ٠ 55-١‏ ولا كان: > 
تاما ؛ فا ([130) محدودة استنادا الى مبرهنة المحدودية المنتظمة » وليكن مثلا 


7695 سم 


© ] أنا كان » ٠‏ ترتب على هذا أن ا 5| |1111| » وهذا يقتضم 


أن يكون ا«اء3ا7| 8٠‏ 
سنورد اللآن معيارا مفيدا للتقارب القوي من:«خلال الممرهنة التالية : 


6سكس" مبرهنة ( التقارب القوي ) 
الشرط اللازم والكاني كي تكون متتالية (10) من المؤثرات 32/280032 ء 
حيث ا و ٠‏ فضاء باناخ » متقاربة بقوة هو أن يتحقق التالي : 
9) آن تكون المنتالية ([10|) محدودة 
(ب) أن تكون المنتالية (.1) متنالية كوشي في لا آيا كان +« من مجموعة 
جزئبة كلبة )از من خ ٠.‏ 
البرهسان : 
اذا كان 2 ه-- +20 أبا كان + من *اء فان (1) ينتج من مبرهنة 
المحدودية المنتظمة ) نظرا لكون 2 تاما ( » ويكون 5 ثاقها "٠‏ 
وبالعكس » ننقترض أن 69 و (ب) محققان » وليكن مثلا 1052| أيا كان 
« ه للأخذ أي »د من جز ولنثيت أن (م«,1) متقارية بقوة فى لا ٠‏ ليكن هم عددا 
موجبا معطى ٠‏ للا كانت 1/4 مهمه كثيفة فى > : فانه يوجد 00 ف 34 5وم؟5 بحيث 
أن : ل 
3- 
> ادهل 


َ وبما أن كا مدمدع و > ذفان (:1) هى متتالية كو شي وفق (ب) 4 وبالتالي بوحد 
.(/ة < ا بصم) كادمة بر || 
وباستعسال هاتين المتباينتين وتطبيق متباينة المثلث » فاننا نرى مباشرة أن 2.0) 
هى متتالية كوشى فى لاء ذلك أنه اذا كان سمو م أي عددين طبيعيين يحققان 
الشرط / 2< »,يم فأن 


ب- 768 لد 


كو -رمةا|ا +اااة 1 || ا كراد ام -,3|| 


5 0 5 9 : 
سيكت [إبر > عد مم2 || ++ ابرح عن|| ||| > 


تاكن : 
ا رت 0 


ع3 3 36 


وبما أن لا تام » فان («ب1) متقاربة في لا ه ولما كان ع« عنصرا اختيارءا في 46 
فانئا تكون قد أثبتنا التقارب القوي للمتتالية (7) ٠١‏ 8 1 


14/95 نتيجة ( الداليات ) 


الشرط اللازم والكافي كي تكون متتالية (/) من الدأليات الخطية المحدودة 
على فضاء باناخ ضعيفة* التقارب » حيت يفترض أن النهاية دالي خطي محدود على 
عا » هو ان يتحقق النالي : 4 


5) ان تكون المتتاليه (|م|) محدودة ٠‏ 
2 أن تكون المتنالية (()./) متتالية كوشي أيا كان + من مجموعة جزئية 


لهذه النظرية تطبيقات هامة » سنورد اثنين منها فى البنود اللاحقة ٠‏ 
مسسائل 
١‏ بين بأن التقارب المنتلم 2-2 » حيث (37 800 16 >2 يقتضي التقارب 
القوى » كما تكون النهانة واحدة ٠‏ 
؟ ‏ اذا كان رم ي)8ء.2 ,د ؛ وكانت المتتاليتان (5) و (25) متقاربتين بقوة 
من النهابتين ى و7 تباعا » فبين أن +) متقاربة بقوة من النهاية 5+7 ٠‏ 
تكون النهايبة واحذة ٠»‏ 


6م598 سم 


5 بين بأن التقارب الضعيف. في الحاشية السفلى الواردة فى الصفحة؟)؟ - 

5 تقتضي التقارب الضعيف” ٠‏ بين بأن العكس يصح اذا 3 # اتعكاسيا ٠‏ 

ن لا يقتضي التقارب القوي التقارب المنتظم ٠‏ بين صحة هذه الدعوى بأخذ 
0 #جد) ارد 5 حيث خخ <(2)م ف (6) دع ٠‏ 

5 ب ليكن م )8 16 ه حيث .. 2 21م ٠‏ كي ندرك الحافز على استخدام 
مصطلح 0 منتظم « الوارد في التعررف 0 بأن الشرط اللازم 
والكافي كي ,تكون ميد هن آن اتوحة الكل عد رس جك صبتحبح 
موجب ره تابع ل م فقط » بحيث أنه اذا كان » أي عدد يسن 

بحقق الشرط نم<م ؛ وكان م أى صلصر من عر انظيمة 1 افان 


ع > أ - 1 || 

الاب ليكن (9* )هع ؛ حيث عد فضاء باناخ ء فاذا كانت (20) "متقاربة بقوة , 
فبين أن (.7]) محدودة ٠‏ 

م س انفترض أن 7 جدن 78 » حيث 8006 ع 1 ٠‏ وقاة يوحي امل دمحن 
ولكل 'كرة ة مغلقة ب محتواة في >ر عدد ضحيح موجب « بحيث 
تتحةق المتيانة ع > || - ع || أبا كان الدج الطبيعي المحقق للمتبانة 
دده وأيا كان »ع في > ٠‏ 

و أن وما عنا ك1 08 ى التمهيدية ولاه ٠‏ 

500 ليكن ع خضاء فصولا لباناخ » ولتكن يو مجموعة جزئية محدودة في كر ٠‏ 

بدن بأن كل متتالية من م عناصر 36 تحوي متتالية حزئية تتقارت بضعف* من 


عنصمير في كر ٠‏ 
1٠١5‏ تطبيق على جموعية المتناليات 
للتقارب الضعيف* تطبيقات هامة في نظرية المتتاليات ( والمتسلسلات ) 


5300-2 


المتباعدة ٠‏ من علوم ]د أنه لايوجد لتتالية متباعدة نهاية بالمعنى المعتاد » وما رس 
اليه نظرية المتتاليات المتباعدة هو أن نقرن بمتتاليات متاعدة معينة « نهابة 0 
بمفهوم معمم ٠‏ ويسمى الاجراء المتبع لادزاك هذا الهدف )0 طربقة ف الجموعية . 
وعلى سبيل المثال » فاذا كانت (ية) ماله مهاد .فين لضان : 
المتتالية (رن) عبر التي حدودهاأ المنوسطات الحسايية التالية 
3 لجر لدبو 00 (8+) 4-به | و > 11 


وهذا مثال على طريقة في الجموعية *٠‏ فاذا تقاربت « من نهاية « (بالمعنى المعتاد) ) 
فاننا نقول بأن «الجبوعة وفق اللطريعة البنابقة وان لها نهاية معممة هي ”7 ه فمثلا 
اذا كان : : 
05 فان (0-,20,454425-ر 
وعندئذ يوجد ل النهاية المعممة 4 ٠‏ 
عم در 


حيث نكتب (يه)- عد و (.) -ر ا منتهيين ؛ وحيث 
(مه) - 4 مصفوفة غير منتهية » وهنا 4-1 ٠8,‏ ونستعمل في الدستور :” 
حم در ضرب المصفوفات » أي أن حدود ١‏ هي 


0 


12م لقره 0 ديو 00 
21-ك 


هنالك مصطلحات متعلقة بهذا الموضوع نوردها فيما يلى » تدعى الطريقة 
المعطاة ب (1) اختصارا بالطريقة م » ذلك أنه يرمز الى المصفوفة الموافقة , 


سس 5249 لم 


2 و5 كات القستحلات ني 7 متقارية حَميعَاء وكانت )72 متقاربة 
بالمعنى المعتاد » فائنا نسمي نهايتها النهاية م ل ٠‏ » وتقول عن + انها جموعة 
-م ٠‏ وتدعى مجموعة كل المتتاليات الجموعة -م مدى الطريقة م ٠.‏ 

يقال عن طريقة-4 انها منتظمة ( أو دائمة ) اذا حوى مداها كل المتتاليات 
المتقارية واذا كانت النهاية .م لكل متتالية منها مساوية للنهاية المعتادة ؛ أي أنه 
اذا كانت 00 


غ#هعب د يع تقتضصي حمست ير 


اي ل اك ا 
اذات فائدة عملية + ونورد فيما بلي معيازا آأساسيا للانتظام ٠‏ ش 


٠ ) مبرهلة النهاية لطوبئتز ( طرق الجموعية النتظمة‎ 11١6 


الشرط اللازم والكاني كي تكون طريقة في الجموعية -4 مصفوفتها (يه) -4 
تفمة عو إل يتحتى جا بان : 


عندما 20--1,22-م ‏ 20عسه هال 2 
1 عه لجل )3) 

2ع - 
اذ 0 


حيث 7 ثابت لا يتعلق ب م 
البرهان : 
سنبين أن 
(5) الشروط(0) و (3) و (4) لازمة للاتتظام 


لم55 ند 


م 


(ب) الشروط 2) و 3) و (4) كافية للانتظام ء 
أما التفاصيل فهي التالية : 
9). النفترض آن الطريقة دام .. مننظمة » ولتكن د منالية بحيك أن العزد 
الذي ترنيبه ع« يساوي 21 وباقي الحدود أصفار ٠‏ وتحجد ل * أن مه > ,31 فى 
٠ )1(‏ بما أن »د متقاربة ونهايتها 0 » فان هذا بين بآن 2) لابد أن تكون 
5 ةء ا 
كذلك » فانه يوجد للمتتالية --,1,1,1)-* النهاية 1 » ونرى من (1) أن 
تساوي الآن المتسلسلة الواردة في (3) ٠‏ لذا فان (3) يجب أن تكون 
صحيبحة ٠‏ 
سنبين أن 4) لازمة للاتتظام ٠‏ ليكن » فضاء باناخ المؤلف من كل 
المتتاليات المتقاربة حيث النظيم معرف بالمسااوة ْ 


1 داكأ (ناك > اد 
راجع لي 0 سنورد الدالعاك الخطية ل على 6 المعرفة كالتالى .0 


1,2,2 و راو 59 2 > لاس )5( 


دعر 


إن كلا من 07 محدود لان 


مها 8 -اسه| بآ أو| مدهك سما 
[عدعمر 1عدير 1 


ان الانتظام يقتضي تقارب المنسلسلات في )1(١‏ أبا كان » فى » . لذا فان (1) 
تعرف داليات خطية م وم و 2 على ع محددة كالتالي : 


0 2 1عم كمه 3 مامد به )6( 


دعم 
ف من (5) أن () ب سب () م1 عندما © جن ورور أن كان * من هاءة:ان 


مم ة؟؟ د 


هذا تقارب ضعيف* ء'وبالثالي فان يم محدودة وفق التمهيدية هه (عنا 
وضع مح ) ٠‏ كذلك » فان ((«)م) .متقارية أنا كان ب من > > وبالتالي فان 
(اما محدودة استنادا الى النتيجة 4-ه م ؛ وليكن مثلا 3 


أيا كان » اما 0 
لنعرف ما بلي حيث 8ع اختياري 


اذا كاز 
ل سمغ 5 0خييه 0 دصع 
د لصي 
: 59 0 
اذا كان يم<غ أو 0حيرنه 


عندقذ مكون عع(*ة) - مد ء كذلك فان 1-هز اذا كان عورم وان 
0>اسدا| اذا كان 0-..ه ٠‏ وفضلا عن ذلك فان © ش 


4 00 
أده وس 5-5 لع يرريه ِ 58 (سمة) سمل 
د 21 و 


أنا كان سا٠‏ لذا فان 


اسملا ك (مجتاض] - ادها ب 03 
5 )8( 
اراك اعمها 8 )6 
اعدعر 


0 بأن المتسلسلة الواردة في (4) متقاربة ٠‏ وهكذا فان (4) تننج مسن 


(ب) ستبين الآن بأن 2) و (3) و (4) شروط كافية للاتظام + سنعين 
أداليا خطيا | على » كما يلى : 1 ١‏ 
6 يهلا - ع > (:)] 


عن بت 


حيث مع() - + ٠‏ يمكن رؤية محدودية / من كون 
.إاعا| > او مك أق| > |(م)ما 


لتكن »234 مجموعة كل المتناليات التى تتساوى حدودها بدءا من حد معين » 
ونعني بذلك أنه اذا كانت (ن) -» مثلا » فان 


3 0 
وار يعتمد على + ء عندئد يكون #-(2)م/ كما في السابق » ونجد في (1) و 
6 أن ١‏ 
5 ادر : 
عه 9 #حفسه 3 دوامرحءه 
زعم 1م 
١ 0‏ + (ع - يق ) ماه ١)‏ 5 
[عدعة انا 
لذا نجد استنادا الى 2) و (3) أن 
)لدع داعب بل ردبو إل 
أي كان + من )ا » 
سنستعمل النتيجة 4ل ثانية » وسنبين من ثم أن المجموعة التي عرفنا 
عليها التقارب المعير عنه ب (9) كثيفة في »م لتكن 00 4 وليكن 


306 
مجه ٠‏ عندئذ يوجد لكل علد موجب هم علد صحيح موجب /( بحيث 


يتكون 
عندما 2غ م > | - يه| 
من الواضح أن 
تل 5 3 5 ديك , * 6 1 


|[ ؤه؟ا د 


351 
3و 
00ت حرمبة وك حبك ,0 ,00+ ,0) ع عير 


نترتب على هذا أن ع 5|ة-:| ٠‏ ولا كان معير اختياريا فان هذا سين أن 14 
كثيفة في ٠ ٠‏ 


وآخيرا » فاننا نستتلاتج من (4). أن 
عا دك اها بق داك اماما 
أبا كان ءءء » وأا كان م ٠‏ لذا فان بكإير| » أي أن (يم|) محدودة . 
وفضلا عن ذلك » فان (9) تعني التقارب (#يم ج-(هم)يم/ أيا كان ع في المجموعة 
الكثيفة /1» وهذا بقتضي بناء عل ى النتبحة 5 ا التقارب الضعيف*/ جل ير و0 


وهكذا نكون قد بينا أنه كت نا -م موجودة ؛ فان ع يدن ٠‏ وهذا 
يعني نعريفا الاتنظام » وتكون بهذا قد أثيتنا صحة المرهنة 8٠‏ 


مسائل 


١‏ ل تعرف طريقة شيزارو ,ن في الجموعية بالدستور 
208 1 خسم لجخ نجي 1د بو 
أي أننا أخذ المتوسطات الحسابية ٠‏ أوجد المصفوفة الموافقة 4 5 
طبق الطريقة ,ح.فى المسألة ١‏ على المتتاليتين 


4 3 0-2 1 
١‏ ميت رت روح ري ,1.0 3ق «1.0,1,0,1,0,:0-0) 


* س عبر عن (2ج) في المسألة ١‏ بدلالة («) ٠‏ أوجد المتتالية (ج) بحيث يكون 
٠» ),( »)1/«(‏ 


بد 705 سيم 


4 ل استخدم الدستور الوارد في المسألة © للتوصل الى متتالية غير جموعمة 
بالطريقة ,6ه 

'ه س تعرف طرق هولدر ,8 في الجموعية كما يلي : ,8# مطابقة للطريقة ,© 7 
المسآلة ٠ ١‏ أما الطريقة :8 فتتألف من تطبيقين متتاليين ل 8 » أي أننا 
نأخذ أولا المتوسط الحسابي » ثم نأخذ ثانية المتوسطات الحسابية لتك 
المتوسطات ٠‏ وأما ,/ه فيتألف من ثلاث تطبيقات متتالية ل ,4ه » ومكذاء 
طبق ,4و ,على المتتالية (-..11-,7,9-,3,5-.1) وقدم التعليق المناسب ٠‏ 

(١ - 5‏ المتسلسلات ) نقول عن متسلسلة غير منتهية: أنها جموعة -4اذا كانت 

متتالية مجاميعها الحزئية جموعة -ه » وتسمئ النهاية-4 لتلك المتتالية المجموع -.م 
للمتسلسلة ٠‏ بين أن +22 +1+2 جموعة .0 وأف 1داء| و [وعر 
وأن المجموع 0 هيو 11-2 ه 


7 (طريقة -.© لشيزارو ) ٠‏ لنفترض أن (ع) متتالية » وأن بع -”م وأن 


حينم رلدع6) الح اس ع قعل 
1,2,0 .0- »م ,1 ع غ) لخر جر له )6+ لت ب لذن 


فاذا أوجدنا اعنصر مثبت »+ من < أن ب وتوم ىد “م قلنا إن (» 
جموعة .م وان + هى النهاية -ى لها ٠‏ بين بأن هذه الطريقة تفيد فى 
أنه يمكن تمثيل 9 بدلالة الحدود ةي بصورة جد بسيطة » ونعنى بها ' 
سر - ]ع + سم لد من 
الوه 0 :5 


0عدبع 


م إن طريقة أولر للمتسلسلات تقرن بمتسلسلة معطاة 


3 المتسلسلة المحولة ‏ 0ك 5 
0حم 


0 


200 ب1دز بيه أ كشد به تكد د رو"ة ١‏ رهدو0ة 


الاه؟ة ب المدخل الى التحليل الدالي م*؟؟ 


وَحَْ أوردنا احم كي نبين تأن 2 تست موجبة بالضرورة 3 سن 
الاثبات بأن الطريقة منتظمة » وبالتالي فان تقارب المتسلسلة المعطاة يقتضي 
تقارب المتسلسلة المحولة » والجموع واحد ٠‏ بين بأن الطربقة تعطى 


اللاسيتون 


وعلط جر ماي لاني اوت 
202203223042 10213 


ات بين بأن طريقة أولر في المسألة م تعطي الدستور 


1-2 1 1111نت 2 
) 2 56 57 ++ 2- 3 23 1-1 سقاعقة فى 


ل بين أن طريقة أولر تعطي النتيحة الثالية » واعط التعليق المناسب 
مد 
1١1١-5‏ الكاملة العددية والتقارب الضعيف* 


للتقارب الضعيف* تطبيقات مفيدة في المكاملة العددية والمفاضلة والاستكمال ٠‏ 
وستتعتى في هذا البند بالمكاملة العددية : أي بمسألة الحصول على القيم التقريبية 
لتكامل معمطى 

4 

ونظرا لكون المسألة هامة في التطبيقات » فقد تم تطوير طرق متنوعة لهذا 

الغرض » كقاعدة شيه المنحرف » وقاعدة سمبسون » ودساتير أخرى أكثر تعقيدا 

مثل دساتير نيوتن ‏ كوتس وغوص ٠‏ ( لأراجعة بعض الحقائق الاولية » راجعم 
مجموعة المسائل في نهاية البند ) ٠‏ 


ب #908'آ سلسم 


ان السمة المستركة بين هذه الطرق وغيرها هي أننا نختار أولا نقاطا في 
[6,ه] » تسمى عقهما » » ثم نقرب القيسة المجهولة للتكامل باستخدام تركيب 
خطي لقيم » في العقد ٠‏ وتعتمد العقد ومعاملات التركيب الخطي على الطريقة 
المستخدمة » وليس على الدالة المكاملة * ٠‏ وبالطبع » فان الفائدة التي نجنيها من 
تطبيق طريقة ما تتنحدد الى حد كبير بدقتها » وقد تتطلب ازدياد الدقة كلما ازداد 
عدد العقد ٠‏ 


سنرى في هذا البند أنه يمكن للتحليل الدالي أن بقدم عونا في هذا 
المجال ٠‏ وفعلا » » فاننا سنشرح الخلفية العامة لتلك الطرق » ثم نبحث في مسألة 
التقارب عند ازدياد عدد العقد ٠‏ 

ستتعتى هنا بالدوال المستمرة ؛ وهذا يوحي باستعمال فضاء باناخ 
[5,ه]© - المؤلف من كل الدوال الحقيقية على [م ,م] -ر والمزود بالنظيم 
الممرف بالمساواة 


.)ءا جقص - ءا 


عندئذ يعرف التكامل الذي أوردناه في بداية البند داليا خطيا م عَلى > معرفا 
بالمساواة 


4 00 | -ه/ )01 


وللحصول على دستور للمكاملة العددية » فقد ننهج أسلوبا ممائلا للاسلوب 
المتبع في الطرائق المذكورة آننفا ٠‏ وبالتالى فاننا نختار لكل عدد صحيح موجب 
« الاعداد الحقيقية التالية 


0 


التي تسمى عفها » والتى عددها 1+, » بحيث أن 


ع0 »...>3 ده 2( 


سم 9500 سم 


بعك 3 نختار 3 الأعداد الحسقة 
يو مإ 
التي قسمى معاملات » والتي عددها 1+« ومن ثم تعرف الداليات. ,/ على > 
بالمساويات 
م ان 0 مام 6 


ان هذه طريقة عددية في المكاملة » وتمثل قيمة )م تقريما ل (*)/ » حيث » 
معطى ٠‏ وللتعرف على دقة هذه الطريقة فاننا ندرس الداليات يم على النحو 
التالى ٠‏ 

ان كل ير محدود لاث || >|)+| وفق تعريف النظيم ٠ ٠‏ لذا فان 


ل 0 )04 
سنبين الآن أمرا يفيدنا فيما بعد » وهو أن نظيم ,/ .يعطى بالمساواة 
اها ب امنا 05 


وفعلا » فان (4) تنبين بآن قيمة ألما لا يمكنها أن تتجاوز الطرف الايمن من 
(5) 6 وبالتالي فاث المساواة تنشج اذا أخذنا 36 من ا تحيث أذ1 )مدا على 31 
وأن 


1 5 ذم 
اذا كان 0م 1 1 - 0زم موه ع )م 
اذا كان 0م 0 


وذلك انه كون عندئذ 1 > امعد م وكون 


١ 
لاه دوه له رق -(مداء]‎ 0 |”. 
20 20 


ا ال 


اذا كان « عنصرا معطى من يز فان الدستور (3) يعطي قيمة تقريبية (08. ل 
()/ في (1) + وبالطيع » فاننا معنيون بالدقة كما ذكرنا قبل قليل » ونحن نبغي 
أن تزيد هذه الدقة مع تزايد # ٠‏ ان هذا بوحي بالمفهوم التالى : 
1١11-5‏ تعريف ( التقارب ) 


يقال عن الطريقة العددية في المكاملة المعرفة ب (3) انما متقاربة من أجل 
عنصر خاع+ اذا كان 


ب(ه حب ب) حب (عل)م] )6( 
حيث / معرف ب (1) 8٠‏ 
كذلك ء لا كانت المكاملة التامة للحدوديات سهلة » فمن الطبيعى أن تعمل 
التالى : 
11-6؟ منتطاتب 
أذا كأن » عددا طبيعيا ما » وكان حدوديا درجته لا تتجاوز ,»> فان 
8 در > )مم1 7( 
5 كانت الداليات م خطية » فيكفى أن تتطلب 7) للقوى 1+م المعرفة 
كما يلى 
”+ > )ين 0 )ل 1 > )مد 


وفعلا » فاننا نجد عندئذ للحدودي من الدرجة » المعطى بالمساواة '#رق :> 0)» أن 
0[ - (رتالر8 ب > (وامر8 0 )1 


ثرى بأنتا هكذا نخصل على الشروط ال 5+1 التالية 


لزهلا دا 


00 3 10 - (زتاعء] 5( 


سنبين أنه يمكن تحقيق هذه الشروط ٠‏ بما أن الوسطاء 2+2 متيسرة » 
ونعنى بها 1+» من العقد و 8+1 من المعاملات ؛ فمن الممكن اختيار بعضها 
بصورة كيفية ٠‏ لنختر العقد ”؛ » ولنثبت آنه يمكننا عندمذ تعبين تلك المعاملات 
بصورة وحيدة ٠‏ 


لدينا فى (8) الآن ا(0),) 60 )ود » وبالتالي فان (8) تأخذ الشكل 


1 3 1 © 
زاخلع -1*ا6) سك - إل 0 | - تلت )ليابع 7 9( 
حيث بر,...,0-زر ٠‏ واذا كان » عددا مثيتا ما » فان هذا هو جملة غير متحانسة 


إن 


من 1 +م من المعادللات الخطية في 1+[ن من المجاهيل هي ”اه و*؟ *'و و0 » 
ويوجد حل وحيد اذا كان للحملة المتجانسة الموافقة 


0 0٠,0ىن)‏ 0 ع يوا(0ن) 0 
الحل التافه فقط 0 مر 0,٠٠١,‏ تيو أي اذا م تحقق الشيء نفسه للجملة 


(س ,0ع غ) ْ 0ح بو(180) 2 (10) 
التى مصفوفة معاملانها هى منقول مصفوفة المعاملات للجملة السابقة ٠‏ ان هذا 
ار 
20<زر 
الذي هو من الدرجة « » صفر في العقد التي عددها 1ج ؛ وبالتالي قانه تحب 
أن بطابق الصفر » أي أن تكون كل معاملات 7 أصفارا 8 
وهكذا فان النتيجة التى خلصنا اليها تنص على أنه بوجد لكل اختيار للعقد 


ا 


بحقق 2) معاملات تتحدد بصورة وحيدة بحيث يكون المتطلب ٠١١4‏ محققاء 
لذا فان الطريقة الموافقة متقاربة من أجل جميع الحدوديات ٠‏ لنطرح الآن السؤال 
حول الشروط الاضافية التي يجب فرضها كي تكون الطريقة متقاربة آيا كانت 
الدوال الحقيقية المستمر: ةعلى [ن ,ه]٠‏ وقد توصل يوليا عام م15 مء في هذا 
الصدد الى الممرهنة التالية : 


11-5س8 مبرهنة بوليا في التقارب ( التكامل العددي ) 


الشرط اللازم والكافٍ كي تكون طريقة المكاملة العددية (3) التي تحقق 
11-5اس؟ متفاربة آيا كانت الدوال الحقيقية المستمرة علسى [ز,م] هو أن يوجد 
عند ع بحيث أن 
أنا كان »« ا 011 
البرهان : 5 
ان المجموعة 87 لكل الحدوديات ذات المعاملات الحقيقية كثيفة فى الفضاء 
الحقيقي [ ,]0 - استنادا الى مبرهنة قير شتراس ف في التقررب ( التي سنورد 
برهانها بعد قليل ) » ونحد أنه أب كان د من 1187 فان اللقارت حاصل استنادا الى 
٠ 591١١4‏ ويترتب على (5) أن الشرط اللازم والكافي كي تكون (.م|) 
محدودة هو أن تتحقة تتحقق المتباينة (11) من أجل عدد حقيقي ما » ٠‏ ان صحة 
مبرهنتنا تستخلص الآن من النتيجة 4ه ١‏ نظرا لكون التقارب )م يب (م)يم 
أب كان بر من ير تقاربا ضعيفا* #متشايم ؟+ة 
من الواضح جدا أنه يمكننا في هذه المبرهنة الاستعاضة عن الحدوديات بأي 
مجموعة أخرى كثيفة في الفضاء الحقيقي إطبره]0 ٠‏ 


وفضلا عن ذلك » ففى أغلب طرق المكاملة تكون المعاملات غير سالية جميعاء 
وبأخذ 1-+ » فاننا نجد استنادا الى 5-١١4‏ أن 


ا 


همده | -10)/ - »اريك عازه رغ -(1)] 


0ععمر 


04 لآ ممه 


الذا فان (11)_صحيحة ؛ وهذا يثبت ما يلى : 


؟-4-11 مبرهنة ستيكلوف ( المكاملة العددية ) 

أن طريقة المكاملة العددية (3) ألتي تحفق 1-116 والتي لها معاملات غير 
سالبة 10 تتقارب آيا كانت الدالة الستمرة ٠‏ 

استخدمنا فى برهان 11-4" المبرهنة التالية : 


11-5اسم همبرهلة فيرشتراس في التقريب ( الحدوديات ) 

أن مجموعة كل الحدوديات /78 ذات المعاملات الحفيقية كثيفة في الففساء 
الحقيقفي [0,5]© . 1 
لذا فانه يوجد لكل + ممسن [0]6,86 ولكل عدد موجب ع حدودي م يحقق 
المشايئة ع>|0)م-0)ء|ا أيا كآن , من [زي,ه] . 
البرهان : 
| كل » من [ؤ ,ه]© ‏ منتظمة الاستمرار على [ ,م] -, نظرا لكون ر 
متراصة ٠‏ لذلك فانه بوحد لاي عدد موجب م دالة بر مانها قوس من 
مضلع بحيث .أن 

> لاد - م)ءا رقف (12) 

سنفترض أولا أن (0)+ -(0)» و (م)ر-(م)برء لما كانت « مؤلفة من دوال 

خطية ومسثمرة ؛ فان معاملات فوربيه لها ذات حدود من الشكل 
خضديا > امظ| “سل كاسه| ها > زمن! 

ويسكن رؤية هذا بتطبيق المكاملة بالتجزئة على الدستورين اللذين يعطيان يه و 
1 ) راجع لم١‏ حيث لدينا [2 ,0]-[6 بم ( ٠‏ ) راجع أيضا المسألة 16 ف 
نهابة هذا البند ) ٠‏ لذا فاننا نحد لمتسلسلة فوربيه ل « ( الممثلة للتمديد الدورى 
ل زه بدور يساوي هق )2 لدى كتابة (ه -5)اج 2 دمر للبساطة أن 


سدم 16 مم 


| 0م أ بررط + 16114 005 ررك ) 0 +م©]| (13) 
21>يم 


1 1ت 

] 1+ )ءة- (ك ب +)26د 
وهذا يبين بآن التسلسلة تتقارب باتتظام على , ٠‏ وبالتالي فاننا نجد أن المجموع 
الجزئى ال » » وهو .د ؛ حيث »م كبير كفابة ء يحقق المتباينة 


.> قاد هارا بن )014 


ان متسلسلات تايلور لدوال الجيوب وجيوب التمام في 5 تتقارب بانتظام أيضا 
على , » وبالتالي مهناك حدودي م ( نجده مثلا من مجاميع جزئية مئاسية لهذه 
المتسلسلات ) بحيث أن 


86 
و )م -0) مك تقس 


نترتب على هذا وعلى (12) و (14) وعلى 
أقام - ضاموا إضف)ء- مرا زمار م)ء|ك امام -م)ء| 
أن 
.8 > |(ام - )ع | جقه (15) 
وهذا يصح أبا كانت » في [0]6,8 -المحققة للشرط (م() - (ه)بر ء أما اذا كان 
(0)< ** (0)* » فاننا نآخذ (ه-))ة-0)*-0)» » ونأخذ + بحيث يكون 
٠ »)»(- »)5(‏ عندكذ نجد ل » حدوديا ؟ يحقق المتبانة م>إ0)و-0)»| على رء 


لذا فان (م-)+0)و-0)م تحقق (15) لان و-هز ع م-ءاء ولما كان العدد 
ال موجب © اختياريا » فاننا تكون قد بينا أن /لا كثيفة فى [0]68,5 8.٠‏ 


ان أول اثيات لهذه المبرهنة قدمه قير شتراس عام ههم١‏ مء ع وثمة براهين 


#61 نم 


: 


عديدة.أخرى » احدها أتى به بير نشستاين عام 1516م» » وهو يعطي متتالية متقاربة 
بانتظام من الحدوديات ( « حدوديات بير نثنتان »© ) بصورة ظاهرة بدلالة *.ه 
ويمكن العثور على برهان بير نشتاين في الصفحتين ه وو من كتان : 


كتعمممم5 تمتامعظ .لع 3:0 .كاووامسة أعدمتعميظ ,(1971) .>1 بولزوم 


مسائل 


000 
ملح ليلب لت 


(2 اسنتطيل هي ( الشكر‎ ١ أن قئعية‎ ٠ 

امتتتت "5 21 ر[ل* زع + لل )عا ل م 
عرف .كوا سني ٠‏ كيف يمكن الحصول على هذا الدستور ؟ ما هى 
العقد وما هي المعاملات ؟ كيف يمكن الحصول على حدي الخطأ للقيمة 
التقرسية المحسوبة بهذا الدستور ؟ 

) 450 إن قاعدة شبه المتحرف هى ( الشكل‎ ٠ 


7 0 
1 و( +م) دح )4 )2 | 


8 
لمش رمد + ٠١‏ لجع + مدقا نك )ع 
24 


6 


: 0 
الشكل ( 45 ) ٠‏ قاعدة اللستطيل الشكل (65) ٠‏ قاعدة شبه المنحرف 


--8]5 يد 


حيث )ديد و دودو ٠‏ اشرح كيفية الحصول على الدساتير اذا قربنا 
* بدالة مؤلفة من أجزاء خطية ٠‏ 


ع 1 اود وري درن 0 || 
7 3 7 


أو 


م 
1 
دل _يورة جا . +23 ع4 1م ) 46 00 1 


حيث ,م زوجى و )د ديد و جمدي ٠‏ بين بأننا نجد هذه الدساتير اذا قرينا ' 
2 على 51 :16 ] بحدودي سس الدرجة الثانية قيمه في النقاط 7 امرض 
قساوي قيم » في هذه النقاط ٠‏ ونجد ثتيجة مماثلة فى انع 4 وهكذاء 


4 ل ليكن (م)..-)/ -0, » حيث ,/ هو التقريب الذي تحصل عليه 
باستخدام قاعدة شبه المنحرف 3 آنه اذا كانت * أي دالة مشتقاها من 
المرتبة الاولى والثانية مستمران ؛ فان حدي الخطأ هما 


3 


5 
ماصما ك (عارة ك *يس) )ا حبسثث لقان 35 
01" 


حبث 72 او *رم هما القيمة العظمى والقيمة الصغرى |5 "د على [8 ,ه] ٠.‏ 


28 ستعمل قاعدة سميسون تصورة وأسعة في التطبيقات»* 
وكي نشعر بزبادة الدقة © فاننا نطبق كلا من قاعدة | 1000000 

0.9900 5 1 

شية لمنحرف وقاعدة سميسون في الحالة 10م على 39 0960 


التكا 09131 
مل 44 0.852 


ا 07801 
4 كع 1 1 6 0.697 
0616 

0.527 2 


ونقارن القبمتين 8 0.444 


0679 


000011 ف 0746825 
بالقمة الحقيقية 0746824 ( مقربة الى ستة أرقام عشرية ) ٠‏ 
0.0017- و 0.000614 6 بحيث أن 
.8 150.747 > 597 0.745 
٠‏ إن قاعدة الثثمانيات الثلاث هى 


36 0 
(وع +3 +36 +وير) عيدعم وق 0) | 


حيث )د ديد و لاز+دودي ء بين أنه دمكن الحصول على هذا الدستور 
اذا قرينا * على [5 .45 ] بحدودي من الدرجة الثالثة يساوي 2 في العقد 


م .م . ,م ,م ٠‏ ( أن القواعد الواردة في المسائل ؟ومو/ هي الحدود 
الاولى في متتالية دساتير نيوتن # كوتس ) ٠‏ 


(«)م + (28)0 ع ع4 )د | 


حيث + هو الخطأ ٠‏ لنفرض أن [هم-]نهتءع+ » أي أن «دالة ذات مشتق 


سد ]الا سم 


شخ على روي ل « عن 1ف يكن شر الكل انه 


()م ”م ك رمام 


.[(4)'| عروه - (دام 


بين بأن م هو نصف نظيم على الفضاء المتجهي لتلك الدوال ( راجم المسألة 
؟ من البند 5لم) ٠‏ 


ه ‏ اذا كانت دالة حقيقية تحليلية » فبين أن 


1 : 0 8 
8 7 كد 
م + 20 «+(2)»)0 - )4 0)* 7 (16) 


خذ للتكامل عبارة تقريبية من الشسكل («اسيه+(0).مه+(-),-»)2 وعين 
6 مر 7 ون ك0 ٠٠٠‏ شفق مع ر16), 


8 
ا )* 1 
اذا تبين هذه الطريقة بأن القاعدة ثامة للحدوديات من الدرجة الثالثة ٠‏ 


١٠ل‏ في برهاننا لمبرهنة قير شتراس فى التقرب ؛ استخدمنا حدود معاملات 
فورييه لدالة مستمرة ممثلة بدوال خطية ٠‏ كيف ,يمكن الحصول على هذه 
الحدود ؟ 


١5-5‏ مبرهلة التطبيق المفنتوح 


بحثنا في هذا الفصل في ميرهنة هان ‏ بانا ومبرهلة المحدودية المتتظمة . 
وسيل الآن 0 وا 0 2 الكبيية » الثالثة 5 في هذا ان آلا دحي 


د 5150 يا 


التى تكون صورة أي ى مجموعة مفتوحة وفقها مجموعة #-مفتوحة ( التعريفت فأرد 
تعد قليل ) ]ةا أعننا ألى الذاكرة ما سبق وقلناه حول أهمية المجموعات 
المفتوحة ( في البند )#١‏ » فاتنا ندرك بأن التطبيقات المفتوحة حة تتمتع بأهمية بالغة. 
وبصورة أكثر تحديدا » فان مبرهنة التطبيق المفتوح تقدم الشروط التي لو تحققت 
لغدا المؤثر الخطي المحدود تطبيقا مفتوحا ٠‏ وأذما هي الحال فى مبرهنة المحدودية 
المنتظمة ؛ فاننا نحتاج ثانية الى التمام » وتقدم المبرهنة الحالية سييا آخر لكون 
فضاءات باناخ أنجع من الفضاءات المنظمة غير التامة ٠‏ كذلك » فان الميرهنة تحدد 
الشروط التي لو توفرت لكان عكس مؤثر خط محدود محدودا أيضا + هذا . 
وان اثبات مبرهنة التطبيق المفتوح يستند الى مبرهنة بير في الفئات اوضق 
وأوردنا نصها واثباتها في البند باء 


سلبتدىء بتقديم مفهوم التطبيق المفتوح ٠‏ 


-1-16 تعريف ( التطبيق المفتوح ) 

ليكن عر و لا فضاءين متريين ٠‏ عندئذ يسمى التطبيق لا هب (9)0 :7 الذي 
ساحته (9)7 جزء من 2 تطبيقا مفتوحا اذا كانت صورة أي مجموعة مفتوحة 
في (9)1© مجموعة مفتوحة في 17 8٠‏ 

لاحظ أنه اذا كان التطبيق غير غامر » فانه يلزم التمييز بين قولنا بأن التطبيق 
مفتوح كتطبيق من (9©)1 

(1) في اء 

زب على مذاأه هو 
إن (ب) أضعف من (1) ٠‏ وعلى سبيل المثال » قاذا كان لاج ؛ كان الشبرط 
اللازم والكافي كي يكون التطبيق برجيي لعا في لا مفتوحا هو أن تكون 2 
مجموعة جزئية مفتوحة في الآ » في حين أن التطبيق بوجساعم ل عز على مداه 

520001 من اللنسن #غلينا أذ ذكر استنادا الى المبرهنة 4١‏ » 


76 نسم 


أن التطبيق المستمرعع يدير حم بخاضة توق السورة المكسية لأى ‏ يعيوةة 
مفتوحة في لا وفق 7 هي مجموعة مفتوحة في لا ه وهذا لا يقتضي أن تكون 
صورة المجموعة المفتوحة في ا وفق 7 مجموعة مفتوحة في مداه فمثلا » ان 
التطبيق 8ه 8 اللمحدد بالقاعدة ,وزو جع مستمر » ومع ذلك فان صورة 
(0,2) وفقه هي [1,1-] ٠‏ 


؟-115 مبرهنة التطبيق المفتوح ومبرهئة العكس المحدود 


أن أأؤثر الخطي المحدود 7 من فضاء باناخ ع على فضاء باناخ /( هو تطبيق 
مفتوح . وهكذا فاذا كان 7 متباينا وغامرا » فان'-7 مستمر ومحدود ٠.‏ 


ان البرهان ,ينتج مياشرة من التمهيدية التالية : 


11-5 تمهيدية ( الكرة الواحدية المفتوحة ) 
يتمتع المؤثر الخطي المحدود 7 من فضاء باناخ عز على فضاء باناخ لا بخاصة 
كون الصورة (م7)8 للكرة الواحدية المفتوحة رح (8)0:1 -,8 تحوي كرة مفتوحة 
حول النقطة 0 في 1 . 
البرهان : 
سنقدم الاثيات وفق فق الخطوات التالية 
() تثبت بآن لصاقة صورة الكرة المفتوحة 8)0:4-,8 تحوي كرة 
مفتوحة *8اه 
(ب) نبين بأن 78 تحوي كرة مفتوحة ,ا حول النقطة 0 في 87 ؛ 
حبث كرك(“ 800:2 -ي,8 ٠‏ 
(ج) نبرهن على أن (,7)8 تحوي كرة مفتوحة حول النقطة 0 في ٠7‏ 
أما التفاصيل فهي على النجو التالي : 
0 فيما يتعلق بالمجموعات الجزئية لم من + » فاننا مدل اله 


7ل0ا]” سم 


لش ع ه ,هه - ع | عا ء «) د همه ا 


(ش عه ,د جم - : | ع ع بر - برو + كر 5 


ونستعمل رمزين مماثلين للمجموعات الجرثئية من لاه 


١ 


ا 


الشكل ١)44(‏ ٠يضاح‏ الدستور ) الشكل.(9)) ايضاح الدستور م 


(2 «ع) 


لنأخذ الكرة المفتوحة 6 8)0:94 8,3 ٠‏ أن كل عنصر مثبت +« من كز 
موجود فى 8 » حيث + عدد حقيقى كبير بقدر كاف (إء|2<») ٠‏ لذا فان 
لع ل عير 
1-»م 
ولما كان م غامرا وخطا فان 
55)80 ل دن8)جخ نا - :8 ل )7000-7 دم )3 
وعدعا 1ددع [عدعمر 
لاحظ أنه عندما أخذنا اللصاقات لم نضف نقاطا أخرى للاجتماع » ذلك أن 
هذا الاجتماع سيق وساوى الفضاء 14 بأكمله + وبمسا أن 4 ام ٠‏ فانه لين 
هزيلا في نفسه » استنادا الى مبرهنة بير في الفئات سا5 ٠.‏ وبالتالي : فاذا 


يي 
لاحظنا أن (3) ممائلة د () في ؛#/ب؟ » فاننا نستنتج أن 505+ ,يجب أن 


اخ568 د 


تحوي كرة مفتوحة ما ٠‏ وهذا بقتضي أن ,708 'حوي أيضا كرة مفتوحة » 
دولكن نيهت (م:.,0ق - +8 ٠‏ بيترتب على هذا أن 


.ولا -(7)81 - (ع :8)0 ع ور-*قهير 4( 


(ب) سثير هن بأن 78 حورر-*ق » حبث و8 واردة في نص المبرهنة ٠.‏ 
ستقوم بهذا باثيات أن [ راجم (4) ] 
7)860(٠‏ وبر - (7)81 )5( 


لبكن ,8ع بر ٠‏ عندئذ يكون (78ع ,جر 4 ونذكر أن (7)81عمر 

(2)8 ع ,20 ح رن بحيث أن لجاب جب يلا 

(1)80 ع ,ع1 رمه دحيث أن ولا جمس ونع 
ويما أن ,بد و مج إستميان الى ,8 » وأن نصف قطر ,8 هو 4 » فان , 

1ع و+ > |إمتاا الصد| ك ابره - مسد 

وبالتالي فان مقعم -,* ٠‏ وثرى من 

124 مد بل بركة تبر 1 1 حت 2 )1 
أن زوهتعر ٠‏ ولا كان مبر-ن37)8عر اختياريا » فان (5) صحيحة ٠‏ وهكذا 
فانه بيترتب على (4) أن 

.(1)86 ء (ع :8)0 عور يق )6( 

ليكن عر (8)0:2-0 -,8 ٠‏ بما أن 7 خطي » فان (2-57)80- ج35 ١‏ لذا فاننا 


.)1 ع (”2زع :8)0 - 1ه زفق 
#82565 7 المدخل الى التحليل الدالي م114 


17- (ءة:8)0‎  7)80( 


وذلك باثشات أن كل بر من ,7 ينتمي الى (م7)8 + وهكذا لنفرض أن الاعتراء 
نستنتج من (7) بفرض 1 - م أن 78 1/2 ٠‏ لذا فان 1)80عم 3 واعتمادا 
على (1) من 84-١‏ ؛ فلابد من وجود عنصر « في (,7)8 قريب من بر»ولتفرض 
مثلا أن 4/ع>|اه-«م] ٠‏ وبما أن العلاقة ,ه)7 عه تقتضى المسااوة ,72 -م , 
حيث ,« عنصر من ,8 فان 
> لص رز 

يترتب على هذا وعلى (7) بفرض 2-: »؛ أن (ي7)8 يلع2752 -برءه وكما في 
السايق فاننا نستنتج أن ثمة عنصرا د في و8 بحيث أن 


> اود - لع - )| 


لذا فان (و7)8 ك ولا و1 - 2 بر » وهكذا ٠‏ وفي الخطوة ذي ي"الترتيب 2 
تمكنا عدار مه .من 4ه نحلية كول 


اه 


> أ1 7 8 (8) 


لبكن يدج+. 00 ٠‏ بما أن عي » فان “1/2 >إإءدا| + وينتج | مسن هذا 
يفرض < مر أن 


9 -- 2 : 2 5 >اسا ل كه إابم 0 +2 


بيات 


عندما هج" ٠‏ لذا فان (.2) هي متتالية كوشي » وبالتائي » ولما كان اما 
فان هذه المتنالية متقاربة ؛ ولنفترض مثلا أن »مسو ء كذلك » فان مع 
لأن نصف قطر 80 هو 1 وأن 


بيت 


1[ > - 
1ع بق >اسا لا )9 
1ع 1م 


وبما أن + مستمر ؛ فان +7 ج ,72 ؛ وسين (8) عندئذ أن برع-72 ٠‏ لذا فان 
(7)86 عر 8٠‏ 

انبات المبرهنة 6س 1س؟ 

سنبرهن بأنه اذا كانت 4 أي مجموعة مفتوحة فى جزء فان صورتها (71)4 
مفتوحة فى لا +٠‏ ستفعل هذا باثبات أنه آنا كان العنصر (لم) عغ22 - ور »؛ فان 
المحموعة (لهم )1 تحوي كرة مفتوحة حول 2 عبراء 
ليكن (لهم)7 ع2 در ٠لا‏ كانت 4 مفتوحة » فهي تحوي كرة مفتوحة مركزها 2 
لذا فان «- 4 تحوي كرة مفتوحة مركزها 0» ليكن + نصف قطر الكرة ؛ 
ولنضع /1-+ » الامر الذي بعنى أن 1/#4-+ ٠‏ عندئذ تحوي (- 4م)» الكرة 
المفتوحة الواحدية (8)0:1 ٠‏ تقتضى التمهيدية 5١م‏ الآن أن المحموعة 
[5 -(1)4] - ((:- 7)6)4 تحوي كرة مفتوحة حول 20 وكذلك تفعل المجموعة 
6 - (م)1 ٠.‏ لذا فان (هم)1 تحوي كرة مفتوحهة حول. باع ع1 اه ويما أن 
العنصر بر من (7)4 كان اختياريا فان (م)2 مفتوحة ٠‏ 

وأخيرا » قاذا كان يز هالا :7-0 موحودا » فانه مستمر اعتمادا على 
الميرهنة ١ذ؛‏ لان 7 مفتوح * وبما أن #7خطي استنادا الى المبرهنة ؟9باب١١‏ 
فانه محدود بناء على. الممرهنة اللالدة ٠‏ ق 


مسائل 
١‏ سد بين بأن #8ه<:8 72 المعرف بالقاعدة (ع) اريك ,,) مفتوح ٠‏ هلل 


التطبيق «8جم8 المحدد بالقاعدة (6,.0) مسالب .,6) تطبيق مفتوح ؟ 


؟ ل بين بأن صور المجموعات المغلقة وفق تطبيق مفتوح ليست بالضرورة 
س- اكآا"؟ا ند 


,(8 ع طابش ع ه ,ط + م ذ ع | عع 2 ع 8 + هر 


حيث م و 8 مجموعتان حِرئيتان من براه وكى يصبح هذا الرمز مآلونا 
لديك جد مم وسر+م و هدم 6 بفرض أل (1,2,3,4)-م ٠‏ اشسرح 
الكل وماهى 


الشكل (60 ) ٠.‏ الجموعاف. م و و و ودم في اللستوي 


؛ ‏ بين بأن المتباينة الؤاردة في ,و تامة (أي أنه لايسكن أن نضع عوضا عن > 

الرمر 6 3 

ه ل ليكن * فضاء منظما نقاطه متتاليات من الاعداد العقدية (6)-م بحر .* 
تكون حدود كل متتالية أصفارا باستثناء عدد منته من هذه الحدود » وحيث 
النظيم معرف بالمساواة اؤامده-|ها ٠‏ ليكن رج :© معرفا كما بلى : 


1 61 د :2 در 


أثست أن م خطي ومحدود ؛ فى حين أن 7 اليسن محدودا ٠ه‏ هل هذا 
يناقض 15-4؟ ؟ ش 


اعد الال يم 


5 - ليكن 2 و ؟*و فضاءي باناخ » وليكن لاهي :+ مؤثرا خطيا محدودا 
متباينا وغامرا ٠‏ بين أن الشرط 0 تي 0 د07 بال 
محدودا هو أن يكون 8)7© مغلا ذ 

باس ليكن لاجد :7 مؤثرا خطيا م : فضاءا باناخ ٠‏ 
فاذا كان 7 متباينا وغامرا » فأثبت وجود عددين حقيقيين موجيين ى وم 
بحيث أن |ءا 3/7:158اءاه أيا كان » من * ٠‏ 

4 (النظاتم المتكافئة ) ٠.‏ ليكن ١|,‏ و ..] نظيمين على فضاء متجمى عر 
بحيث يكون الفضاءان «|:©)- ,6د و .10 )-د تامين » فاذا اقتضى 
وس ىا دوما أن هسراءه! ؛ فبين أن التقارب في ,6 يقتضي التقارب. 
في ,لا » وبالعكس ٠‏ بين وجود عددين موجبين ه وه بحيث أنه أبا 
كاف منكيزر فال 


«دأأند|اظ ك || كك رزاء|| م 


ات ليكن 1 ديد و ١1١لام#ة)‏ دير فضاءي بافاخ 0 فاذا وجد ثابت ء 
بحيث أن داءدلاء ك يلادلا أب كان من 2 > فبين وجودثاست تحيث أن 
دأأتدااء؛ ك بااعد|ا أب كان + من كر ) وبالتالي فان النظيميز متكافئان » راجصع 
التعريف 5ل4؛ ) ٠‏ 
فضاء متري * تسمى طبولوجياعلى +« ٠‏ وبالتالي فكل نظيم على فضاء 
يكون (11)-,* و را »)-,* فضاءي باناخ » وكانت الطبولوجيا 


المعرفة ب 1١1‏ تحوي الطبولوجيا ,2 المغرفية ب .1:..»:فيبين أن 
و2 >3 2 ٠»‏ 


رف كك 


19-5 الؤثرات الخطية المفلقة -- 
مبرهنة الميان المفلق 


ليست كل المؤثرات الخطية الهامة من الوجهة التطبيقية فحدودة ٠‏ وعلى 

سبيل المثال » فان المؤثر التفاضلي في كباله غير محدود » كما أننا كثيرا ما 
نتعامل في ميكانيكا الكم وفي تطبيقات أخرى مع مؤثرات غير محدودة ٠‏ هذا » 

وان كل المؤثرات الخطية التي بسكن للباحثين التحليليين استعمالها في الواقع هي 
تلك المسماة بالمؤثرات الخطية المغلقة ٠‏ وسنعرف في هذا البند المؤثرات الخطية 
المغلقة على الفضاءات المنظنة 6« والدومق يهنا 'مسن سناتها + وبخامة نا نتعلق 
بمبرهنة البيان المغلو ق الهامة ؛ والتى نبحث فى الشروط الكافية الى لو تحققت 
لغدا المؤثر الخطي المغلق على فضاء باناخ محدودا ٠‏ 

هذا وسنورد في الفصل العاشر دراسة أكثشر تفصيلا للمؤثرات المغلقة 
ومؤثر ثرات أخرى غير محدودة فى فضاء هليرت »© كما ساورد في الفصل الحادي 
عشر تطبيقات لهذه المؤثرات في ميكانيكا الكم ٠‏ 


لنبتدىء بالتعريف التالي ٠‏ 


1185 تعريف ( المؤثر الخطي المغلق ) 
ليكن ع و*9 فضاءين منظمين وليكن لا جب (9)1 :7 موثرا خطيأ » 
(9)7 مجموعة جزثية من جره عندئذ بسمى 7 مؤثرا خطيا مغلقا 0 بيانه 
(12 ع بر ,2019 ع ع | زر 9015 
مغلقا في الفضاء المنظم 7غ 4؛ حيث اتعرف العمليتان الحبريتاث للفة ا المتتجهى 
في 96 »دعر بالطريقة المألوفة » أي أن 1 


)ولا + الا رود + ) > زور روع) + (رلز ووعد) 


(ناه وديه) ح (ر ,)يه 
أ ال كا 


) » عدد ( وحيث عرف النظيم على ٠‏ *ا كز بالمساواة* 
إل 1 ل اي )01 


ما هي الشروط التي لو تحققت لكان المؤثر الخطى المفلق محدودا ؟ ان 
الاجابة عن هذا السؤال تقدمه المبرهنة الهامة التالية ء 


1184 مبرهلة ألبيان المفلق 

ليكن عر و ا فضاءي باناخ » وليكن لا جل (9)53 :7 مؤثرا خطيا مفلقا » 
حيث (90)7 جزء من بز . عندئف اذا كانت (9)1 مغلقة في بد » فان المؤثر 7 يكون 
محتودا . : ْ 
البرهسان : 

سنبين أولا أن المجموعة ا <اير المزودة بالنظيم 1) تشكل فضاء تامااء 
لتكن (.2) متتالية كوشي في لا«اك » حيث (ما.) -,2 ٠‏ عندئذ يوجد لكل 
عدد موجب 6 عدد صحيح م بحيث كون 

.(27 < نر روم) © > السلا - ]| ++ مد - مكد|| ت إإمية - ,2 || 2( 
لذا فان كلا من () و (.9) متتالية لكوشي في 6د و ٠.‏ تباعا » كما أن هانين 
المتتاليتين متقار نتان » وليكن مشلا عد جحس- ينا وا براه ,نز لان ير واعو تامان .٠‏ 
وهذا يقتضي أن كون )ا ,«) جع جس ,2 » ذلك أنه رنب على (2) عندما 
هلب »م أن ودزء-ة| حيث نر <ورء ويما أن متتالية كوشي (.ج) كانت 
اختبارية » قان لا »اير تام + 

ان البيان (7) مغلق في /1 اع فرضا و (9)7 مغلقة في >*اء لذا فان 

(4)8 هو )28 تامان وفق 41١‏ ما ء لنأخذ الآن التطبيق ش 
57 جل )95 :م2 


دجا (غجن1 ,) 
تت ا ا 1 
بد لمزيد من النظائم » انظر" الى المسألة ؟ . 


نت وهام حت 


)|| - :5 |اح ندل ك اعلا - 2 ومسا 
ان م متباين وغامر أيضا ؛ وفعلا فان,التطبيق العكسي هو 
(4)3 جد (2) و باجم 
.70 ,ن) مسار ٍ 
بما أن ()4 و (2)4 تامان » فيمكننا تطبيق مبرهنة العكس المحدود 5-١4‏ . 
ونحد أن1-م محدود ) ولنكتب مثلا أن اا«لاة 705 )| » حسث م عدد ما و 
أو, عنصر من (7)© ٠‏ لذا فان 7 محدود لان 
ااه 5 :1 )|| > عد||+ الع || كك |1 || 
آنا كان امن 8٠92)7(‏ 
وبالتعريف » فان الشرط اللازم والكافي اك كون 9 ات 
نقتضي العلاقة (0(6907 »)2 أن كون (4)3 2 ٠‏ نستنتج من الو ق (7 من 


. الممرهنة 41> أل الشرط اللازم والكافي كي يكون 268)5. هو أن توجد 
(98)1 © (,,:ة ,<) عدر بحبث أن اج جسس ير 6 وبالتالي نكون 


و ب 1 جح يد )3( 


ويكون الشرط اللازم والكافي كي تتحقق العلاقة (64)15(رد)-2 هو أن 
نكون (1)©عع و «1اعدر ٠‏ وهذا شت المعيار المميد التالي الذي بعس يمن 
خاصةر غاليا ما توخذ كتعرنف لانعلاق موثر 25 35 


15-5؟ مبرهنة ( المؤئر الخطي المفلق ) 
ليكن ما جه (9)7 :7 مؤثرا خطيا » حيت 2« - (9)75 وحيث عزو لا فضاءان 
منظمان . عندئدذ يكون الشرط اللازم والكافي كي يكون 7 مغلقا هو أن تتحقق 


لانم د 


الخاصة التالية : اذا كان + م ,د » حيث (9)7ء, وكان ري 1 »> فان 
)2649 و بردي . 

لاح حيدا أ هذه الخاصة تختلفت. عن الخاصة التالية لور ر الخلي 
المحدود': : اذا كان مؤثر خطي 7 محدودا » وبالتالي 0 » وكانت (6) 
متتالية في 2)70 متقا ربة فى (7)© ؛ ذاكث زين) تكون أضا متقارية ؛ راجحه 
اعم ٠‏ ليس” من الشروري أن تكون هذه الخاصة صحيحة في حال مؤشر 
خط ى مغلق » الا أنه 5 كان 7 مغلقا وكانت متتاليتان (<:) و رب) 3 ساحة 1 
متها نتن ولهما نهابة واحدة . “واذا كانت المتتاليتان الموافقتان ري<) و (ين”* 
متقار بتين كلاهما ؛ فان للستتاليتين الاخيرتين نهابة واحدة ٠‏ ( راجع المسألة ٠ )١‏ 


4198-5 مثال ( المؤثر التفاضلي ) 


ليكن [0,1]© -2 : وليكن 


ع جه-(2)1 :1 
“هابر 
حيث انرمز الفتحة الى عملية الاشتقاق » وحيث (1)© هو الفشضاء الجزئي المؤلف من 
الدوال بر فى التى مشتقانها مستمرة ٠‏ عندئذ يكون 7 غير محدود. ولكنه 
مغل ِ ٠‏ 
البمرصان : 

رى من لاه أن 7 غير محدود ٠ه‏ سنثبت أن 7 مغلق بتطبيق الممرهئة 
.لبمس ء لتكن (,.) متتالية في (7)© بحيث تكون المتتاليتان (ه) و (.:1) 


0 ١ 
الو سس اب حت 1 و ع جمس را‎ ١ 


بما أن التقارب في نظيم [0,1]© هو تقارب منتظم على [0,1] ء فانتا نستتمج 
من وجياير أن 


79/97 مط 


077 )برع و )عر سح جل )2 يك د اناا | سج4 جار ٌ 
وأ عتمم و 0 
أَئَ أن 
جك (م)را | +0 - قاء 
0 


وبين هذا أن (0)وء+ وأن ,ردس ٠‏ بعد هذا تقتضي الممرهنة ع٠(‏ م أن 
7 مغلق 8 
وتحدر الاشارة فى هذا المثال الى أن (9)7 ليست مغلقة فى : لانها لو كانت 


3 


معلقة » لكان 7 محدودا بناء على مبرهنة البيان المغلق 5 
الانفلاق لا يقتضي محدودية مؤثر خطي . وبالعكس » فان المحدودية لاتقتضي 
الانفلاق ٠‏ 
المرهصان : 
الدعوى الاولى موضحة بالمثال 1 1 ء أما الدعوى الثانة 3 فنوضحها 
بالمثال التالي : لبكن )و جه(58)2 :7 المؤثر المطابق على )0 » حيث 
(2)1 فضاء جزئي تماما وكثيف في فضاء منظم *اء عندئذ فان كون 7 خطيا 
ومحدودا أمر واضح للعبان ٠.‏ اللا أن 17 ليس معلقا , وهذا جح مباشرة من 
الممرهنة عو #_ن اذا أخذنا عنصرا »د من ()2-غج ومتتتالية )ب في (2)8 
تتقارب من دا 8 
أن مناقشتنا الحالية تشير الى أنه قيما يتعلق بالمؤثرات غير المحدودة » فان 
تحل بك الساحات ومسائل التمديد اتلعب دورا أساسسا ٠‏ وفعلا > كان هذا صحيع 2 
التي أثيتناها نوا سلسة في جوهرها » أما في الحافب الايجابي » فانه ترد التمهيدية 
التالية : 


ف 2 


6119-5 تمهيدية ( المؤثر المغلق ) 

ليكن نا جه-(2)8 :7 مؤثرا خطيا محدودا ساحنه (0)1 جزء من ع )حيث 
»د و 1 فضاءان منظمان ٠‏ عندتذ نج ما يلي : 

(1) اذا كانت (2)1 مجموعة جرئية مغلقة في عر » فان 7 مغلق . 

(ب) اذا كان 7 مفلقا و لا تاما » فان (2)17 مجموعة حزئية مفلقة في 2 . 
البرهصان : 

0( اذا كانت (ين) متتالية في (9©)7 'ومتقاربة من « مثلا » وبحيث 
تكون المتتالية (,7) متقاربة كذلك » فان (2075-9)15ع» ذلك أن )ته 
مغلقة » كما أن ,7 يديه لكون 7 مسثمرا ٠‏ ان 7 هئا مغلق بناء على الممرهنة 


:1# ب” ه 


(ب) يوجد لكل » من 20 متتالية (,:) في (7)© بحيث يكون 
مر هيد ع 6 راجع 21 وسأ أن 7 محدود : فان 


«أأسكد - || 21 || ك اإلمك - مز || > ||دة - :1 || 


وهذنا سين أن (3) هي متتالية كوشي ٠‏ ولا كان لا تاما . فان (<2) تتقارب 
وليكن مثلا لاع بج 26 ٠‏ وبنما أن 7 معلق » فأن (9©)3ع+ استنادا الى 
بس ( كما أن بر-+2 ) ٠‏ لذا فان (9)2 مغلقة لان النقطة » من )2 
اختياربة 8٠‏ 


مسائل 
١‏ ب برهن بأن (1) تحدد نظيما على بعر ء 


؟ س ثمة نظائم أخرى 'تعرف. على الجداء »ا للفضاءين المنظمين عدو ابر » 
.نذكر منهما 


سلا ب 


+7 انرا *[ع|ا) > مام .)ا 
تحقق من أن هاتين المساوانين تحددان نظيمين ٠‏ 
* ب أثبت أن البيان (4)2 لمؤثر خطي ىبر ب هو فضاء خطي جزئي 
من لا«اكا ه. ١‏ 
4 اذا كان يروب في التغريف ١1‏ فضاءي باناحح » فبين أن الحنداء 
اماع در المزود بالنظيم المعرف في (1) هو فضاء باناخ ء* 
ه ب ( العكس ) اذا كان المكس + لمؤثر خطي مغلق موجودا » فبين أن :-+ 
مؤثر خطي مغلق ٠‏ | 
5 ل ليكن 7 مؤثرا خطيا مغلقا ٠‏ فاذا كانت المتتاليتان (.م) و (ع) فى (6).ه 
متقاربتين من هاية واحدة + » وكان كل من (32) و (35) متقاربة ؛ فبين 
أن للستتاليتين (,22) و (75) نهابة واحدة ٠‏ 
7 ل أثبت صحة الدعوى الثانية من المبرهنة 4؟١ل”‏ انطلاقا على مبرهنة 
البيان المفلق ه 
5 ليكن وا لا فضاءين منظمين 04 وليكن الااجاديجر 71 مؤثر ا خطيا مغلا 5 
(19) بن آن الصورة د لجدوعة جرئية متراصة ح في *«مغلقة في 4 5 
: (ت) بين أن الضورة العكسية 8 لمجموعة جر زكية متراصة 4 في 8 معلقة 
في براء ( راجم التعريف عاوس١‏ ) ء* 
#تييي اذا كان لاماظ :7 مؤوثرا خطيا مغلقا » حيث 2 و لما فضاءان منظسان و 14 
.متراص 9 فين أن 7 محدود ٠‏ 
*إأسد ليكن 34 51 ا فضاءين ع منظمين و0 متراصا ٠‏ فاذا كان بو مير 1 مؤر ١‏ 
خطيا معلقا متبانا وغامرا 4 فين أن 7 محدود ٠‏ 


سس 7 مسسم 


١‏ ( الفضاء الصفري ) بين بأن الفضاء الصفري بر للسؤثر الخطي المغلق 
لاجمالخ :7 هو فضاء جز ني مغاق في عر 0 
ا ليكن ولا فضاءين منظمين ٠‏ فاذا كان مو ييير مؤثرا خطيا معلقا و 
(8)370ع72 > فبين أن 1+1 مؤثر خطنٍ معلق 3 
يني ليكن + مؤثرا خطيا معلقا ساحئه )2 حزء من فضاء باناخ > ومداه 
)© جزء من فضاء منظم لااء فاذا كان 7 موجودا ومحدودا فسن أن 
21 معلق ٠.‏ 
4 لنفترض أن حدود الملسلة +٠٠‏ +ه دوال مشستقاتها مستمرة على الفترة 
[3-:, »؛ وان المتسلسلة متقاربة باتنظام على رومجموعها عا . لنفترض 
أيضا أن مع وي ل ريا تتقارب بانتظام أضا على كه برهن عندئد أن للدالة 
+ مشتقا مستمرا على 0,1 . وأن ١‏ تعايي جا دي ا 
5 ( التمديد المفلق ) ليكن مو يدانو :5 مؤرثرا خطيا بيانه (4)7 : حيث 
(9)17 جزء من .هه وحيث يز والا فضاءا بأناخ ٠‏ بين بأن الشرط اللازه 
والكافي كي «وجد ل 7 ممدد 7 » حيث + مؤثر خطى مغاق يانه 80 :هو أن 
لا يحوي 75 عنصرا من الشكل إبر.م) ع حيث وت اء 


ال م 


الفصِر/كحاس 


لاستيعاب مضمون هذا الفصل كفي قرآءة المصل الاول ) دون الفصلين 
الثاني والرابع ) » وبالتالي فمن المسكن دراسة الفصل الحالي بعد الفصل الاول 
مباشرة ان شاء القارىء ٠‏ 
ان أهسة مبرهنة النقطة الثاتة لياناخ تك عق في أنها تشكل مصدرالمبرهنات 
الوحود والوحدانية في العديد من فروع التحليلييه وبهذا المعنى ؛ قان هذه 
المبرهنة توضح الى حد بعيد القوة الموحدة لاساليب التحليل الدالي امار 
المترنية على مبرهنات النقطة الثابتة في التحليل * 


توجيه مختصر حول الضمون الرئيسي 


أن ممرهئة النقطة الثائئة لباناخ أو ممرهئة التقليص مالم تتلعالو 
يتطبيقات معينة ( تسمى تقليصات » راجع مام|١!‏ ( لفضاء متري تام في نفسة ٠‏ 
وهي تورد الشروط الكافية لوجود ووحدانة نقطة ثابتة (وهي النقطة التي 
تكون صورتها وفق التطبيق هي النقطة تفسها ) ه وتمدنا هذه الممرهنة كذدلك 
بطريقة تكريرية يمكئنا بواسطتها الحصول على تقريبات للنقطة الثايئة وعلى 


ب 9/85 سسب 


حدود الخطأ ( راجع مانم ) ٠‏ وستتتاول في هذا المصل ثلائة حقول هامة 
لتطبيق هذه المبرهنة » آلا وهى : 

المعادللات الجبرية الخطرة ) البند + ( 3 

والمعادلات التفاضلية العادية ) البند ممم ) / 

والمعادلات التكاملية ) اليند ه46 ( 3 
لدراستها متطلبات أخرى ٠‏ 


١0‏ مبرهنة النقطة الثابتة لباناج 


النقطة الثابتة لتطبيق يدهز :7 لمجموعة ير في نفسها هى نقطة , من 
ا تكون صورتها وفق التطبيق النقطة * ذاتها ( بمعنى أن عا « نبقى ثابتة » وفق 
7)ء أي أن 

1 ع 1 

الامر الذي يعني بأن الصورة 26 تتطايق والعنصر براه 

وعلى سبيل المثال ؛ فلا يوجد للانسحاب تقاط ثابتة » أما دوران المستوى 
فله نقطة ثابتة وحيدة ( هى مركزر الدوران ) » وأما التطبيق 2 هياج للمجموعة 
8 في نفسها فله نقطتان ثابتتان ( 0و1 ) » وأما الاسقاط بع مسرو ,يم ل 20 
على المحور ,ث فله عدد غير منته من النقاط الثابتة ( هي نقاط المحور ,ع جميعا ) . 

ان مبرهنة النقطة الثابتة لباناخ : والتي سندرجها بعد قليل + هي مبرهنة 
حول وجود ووحدانية نقاط ثابتة لنطبيقات معينة » وهى » فضلا عن ذلك . 
تمدنا بالاجراءات اللازمة للحصول على تقريبات أفضل للنقطة الثابتة ( أي حل 
المسألة العملية ) ٠‏ يدعى هذا الاجراء تكريسرا ودعرف بأنه الطريقة التي تتم بآن 
نختار عنصرا كيفيا مد في مجموعة معطاة » ونحسب بالتدريج متتالية ١٠٠,ود‏ بره ,مد 
من علاقة بالشسكل 

,0,1,2 مر 10 حت بيد 

للا د 


000 
ان الاجراءات التكريرية تستعمل في كل فرع تقزيبا من فروع الرياضيات 
التطبيقية » كما أن براهين التقارب وتقديرات الخطأ تنم على الاغلب باستعمال 
مبرهنة النقطة الثابتة لباناخ ( أو مبرهنات أعقد في النقطة الثابتة ) ٠‏ وتعطي 
مبرهنة باناخ الشروط الكافية لوجود ( ووحدانية ) نقطة ثابتة لصف من التطبيقات 

تسمى تقليصات » نعرفها على النحو التالي ٠‏ 


1-1-0 تعريف ( التقليص ) 
ليكن (4 ,) دير فضاء متريا ٠‏ بدعى. التطبيق > ه لز :7 تقليصا على عر 
اذا وجد عدد حقيقى موجب يه وأصغر“من 1 بحرث أنه اذا كان 1 عنصرين 
من يآ فان 
5 10> ه) (« )لله ك (-1 4)1 21 
ونعنى هذا هندسيا أن لاي نقطتين » و ا صورتين أقرب احداهما الى الاخرى 
. من قرب النقطتين د و امن بعضهما » وبعبارة أدق » فان النسة (إ ,)4 /(19 4)1 
لآ يمكن أن تتجاوز عددا ثايتا كك أصغر من 1 + 
١ب؟‏ مبرهنة النقطة الثابتة لباناخ ( مبرهنة التقليص ) 
ليكن (4 ,)) -7 فضاء متريا » حيث © عدولا . فاذا كان #زتاما وكان: 
عر حب عر :7 تقليصا على © » فانه يوجد ل 7 نقطة ثابتة واحدة بالضبط ٠‏ 
البرصان : 
سننشىء متتالية (5) ونبين بأنها متتالية كوشي ؛ الامر الذي بعني أنهما 
متقاربة نظرا لكون عر فضاء تاما ؛ وبعدئذ نبرهن بأن نهانتها + نقطة ثايتة ل 7 
وأنه لا يوجد ل 7 نقاط ثابتة أخرى ٠‏ أما فكرة البرهان فهى كما بلى : 


ال ا 


نختار أي عنصر ,»م من هر » ونعرف « المتتالية التكريرية » (») على 
النحو التالى : 

ل ”7 ىد 08 و1 15 حو ,م15 ترم رود (2) 
من الواضح أن هذه هى متتالية صور م وفق الاستعمال المتكرر ل ٠7‏ سئبين 
أن (م) هي متتالية كوشي ٠‏ لدينا استنادا الى (1) و (22) التالى 

1 1 )4 > (بنة وجح صة) 4 
(دسوة وم3) 94 كت 
(مسورة1 مم13 ) 0ه - )3( 
(مسيو )ل *ه كت 
.لم )كم ٠1١5‏ 


وبالتالي فاننا نجد استنادا الى متباينة اثلث والى الدستور الذي يعطي مجموع 
الحدود الاولى من متسلسلة هندسية أنه اذا كان < بر فان 


0 محصيوة) 2 + ١‏ + + + ل( ميو و جيررنة) 4 +1( ير وون3) 4 25 ( 2 ,و3) 4 
يعد رويد ”ين .+ "يوج “”ين) كع 


اي 1 


ه-1 


ومو 


( و4)326 
وبما أن 1 >ه>0 » فاننا نحد فى البسط أن 1ه ع-ني-1 ) ونكون بالتالى 


.0< ») (0:*: ,م:) 4 0 5( ,2) 4 4( 


0- 
وللا كان 0>»>1 وكان («*,مع)4 عددا ثابتا » فمن الممكن جعل الطرف الادمن 
من المتبابنة السابقة صغيرا بقدر ما نشاء لدى أخذ : كبيرا بقدر كاف ( وآخذ 
٠ ) 2<‏ وبالتالي فان )ب هي متتالية كوشي ٠‏ وبما أن بز تام » فان 
(.*) متقاربة ؛ وليكن مثلا وج ,رد ٠‏ سنبين الآن أن هذه النهاية ,ر هي نقطة 

ثاتة للتطبيق ٠7‏ 


دوخ؟ 7 المدخل الى التحليل الذالي مه؟ 


إنترتب على متباينة المثلث وعلى 1) أن 
(17 ,)4 + زمر )4 5 (17 ,2403 


(3 .1-جرظا) 4ه +(« ,3) 4 كت 


وما أنه يمكن جعل المجموع الوارد في السطر الثاني أصغر من أي عدد موجب 
3 معطى سلفا » لآن بر جس مر » فائنا نستتئج أن 12-0 )4 )ع الامر الذي 62 


ان * هي التقطة الثابتة الوحيدة للتطبيق 7 » ذلك أنه بيترتب على «- عر 
و جر-ج7 استنادا الى (1) أن 


(2 )4ه ك (1 :4)1 > (لآا )4 


وهذا يقتضي أن يكون 0-(,)4 نظرا لان 1>» ٠‏ وبالتالى فان #-»م استنادا 


الى 6 6 وبذا كتمل اثيات الممرهنة 8 
هامس؟ ‏ نتيجة ( التكربر » حدا الخطا 2 
اذا روعيت شروط المبرهنة 1ل؟ فان المتتالية التكريرية (2) » بفسرض 


تقديرا الخطا فهما التقدير السابق 


لع بوه كك زرك 5( 
سن -1 
و1 لتقدير إزااظ حق 3 
١‏ )4 شك زور )4 )6( 
0 1 م -1 


البرهان : 
ان الدعوى الاولى جلية من البرهان السابق » ذلك أن المتباينة (5) تنتج من 
(4) بجمل «هبل» ء لننتقل الآن الى استنتاج (م ء اذا أخدنا 1-م 


سد ”ا سم 


واستعضنا عن «نر ب م وعن ١لا‏ ب :+« فاننا نحد انطلاقا 7 (5) أن 
لذلا ,)4 ان )4 


فاذا وضعنا .يد -مرز » فاننا نجد ,دونز دار وتحصل على 6) ٠‏ 8 

ان حد الخط السابق (5) يمكن أن يستعمل في بداية حساب تقدير عدد 
الخطوات الضرورية للحصول على دقة معطاة ٠‏ أما (6) فيمكن أن يستعمل في 
المراحل المتوسطة أو في نهاية الحساب » ودقته تساوي على الاقل دقة (5) »2 وقد 
تكون أفضل » راجع المسألة .م ٠‏ 

ان هذا الوضع من وجهة نظرالرياضيات التطبيقية لا يزال غير مرض تماما » 
ذلك أنه كثيرا ما بحدث أن يكون التطبيق 7 تقليص! ليس على الفضاء 2 بأكمله » 
وانما على مجموعة جزئية لا من ره بيد أنه أذا كانت 8 مغلقة » فهي نامة ( وفق 
المبرهنة 7١-4١‏ ) وبالتالي يوجد ل 7 نقطة ثانتة * في لا » كما أن عد سس كر 
كنا فى السارق + كرطة خرص قي مياسن على الخار يد شتت عقن المدوة ١‏ +» 
فى عواء ونورد فى هذا الصدد تتنيحة نموذجية ومفيدة من الوجهة العملية على 
النحو التالى ٠‏ 


5-١ل؟‏ مبرهنة ( التقليص على كرة ) 

ليكن 7 تطبيقا نفضاء متري تام (4 ,؟) - زا في نفسه © لنفترض أن 7 تقليص 
على كرة مفلقة (7 >( )4 | -ا »© أي أن 7 يحقق (1) آيا كأن » و بر من 
لاا. لنفترض فضلا عن ذلك أن 

.؟(نه -1) > 10 ,)4 0)(( 

عندئذ تتقارب المتثالية التكريرية (2) من نقطة د في لاءآأن » هذه هي نقطة ثابتة: 
ل 7 » كما أنها النقطة الثابتة الوحيدة ل 7 في ا . 
المرهسان : 

علينا فقط اثبات أن كل الحدود .: والنقطة كذلك تقع في لا ٠‏ اذا وضعنا 


سالاخ#ا سد 


2 0 )0 تل د وو )4 
ع -1 : 
لذا فان كل الحدود ي واقعة فى 3١‏ «كذلك فان لاعع ذلك أنع جح ءردوأن لا 
مغلقة ه وهكذا فان صحة المبرهنة تترتب. الآن من برهان مبرهنة باناخ ١ل" 8٠‏ 


وسمكن للقارىء ايراد برهاذ سيط للتمهندية التالية التي مستشستفيلها في 
أبحاثنا القادمة ء 


مامه د تمهيدية ( 1 ستهر رشق 

ان التقليص 7 على فضاء متري ع هو تطبيق مستمر 
مسائل 

١‏ ل أعط أمثلة أخرى على تطبيقات فى الهندسة الابتدائية لها (1) نقطة ثاتة 
وحيدة » (ب) عدد غير منته من النقامك الثابتة ٠‏ 

؟ان ليكن هع دءماعء-ء » وليكن »دك :2 تطبيقا معرقا بالمساواة 
يرج 2/ر ع 1 بين أن 7 تقليص » وأوجد أصغر قيمة ممكنة ل هه 

سد بين بايراد مثال أن التمام في المبرهنة #١؟‏ شرط ضروري ولا يمكن 

' 4 ل من المهم في مبرهنة بانالخ "١0‏ أن الشرط (1) لا يمكن الاستعاضة عنه 

بالمتباينة زر )4 >2 4)2 عندما يكون «رءاد ٠‏ وللتأكد من هذا الامر 
تآأخذ المجموعة (+ > ع5 1 اع)- كا المزرودة بمقصور المترك المألوف على المحور 
الحقيقى 4 والتطبيق ميهي :1 المعرف بالشكل بير يهإيع ٠‏ بن أن 
إا-ء|>|20 -<1| عندما يكون رعو + فى حين أنه لا يوجد للتطبيق نقاط 


0 


ه ع اذا حقق التطبيق عر :72 الشرط(( ,)4 >(4)15.79 عندما يكون رعرى ع 
وكان ل 7 نقطة ثابتة » فبين أن النقطة الثابتة وحيدة ٠‏ ان (يج) هنا هو 

5 ل اذا كان 7 تقليصا : فبين أن »7 ( حيث لاء» )“نقليص ٠‏ آثبت أنه اذا كان 
"1 تقليصا ( حيث 1<م ) » فليس:من الضروري أن يكون 7 تقليصا ء 

ل أنيت صحة التمهيدية اسه ٠‏ 

م د بين بأن حدود الخطأ المعطاة ب )5( تشكل متتالية رتببة متناقصة تماماء. 
ثبت أن جودة )6( هى على الاقل مثل جودة (5) ٠»‏ 

4 س بين أنه في حالة المبرهنة ماله » فاننا نحد تقدير الخطاً السابق 
+”ه >( ...)4 وتقدير الخطأ اللاحق (6) ٠‏ 

٠‏ هنالك شرط كاف مألوف في التحليل لتقارب تكرير ...»ع -., هو أن 
يكون ل مشتق مستمر وأن يكون 


1 > »5 )ها 
تحفق من هذا الامر باستخدام مبرهنة النقطة الثايتة لباناح ٠‏ 


0١‏ للحصول على حلول عددية تقريبية لمعادلة معطاة 0>-0)/ ؛ يمكن تحويل 
المعادلة الى الكل («)ع دعر 4 واختيار قبمة انتدائية 3*0 وحساب 
12 عم لمكاع ديد ' 
لنفترض أنه بوجد ل + مشتق مستمر على فترة ما [/+مه,,-يء]-7 + وأنه 
بحقق الشرط 1 >» مها على ر وكذلك الشرط 
“زع - 1) > إوع > (مة)ع| 
دين عندثه أنه بوحد للمعادلة («)م دعر حل وحبك .» على رام وأن المتتالية 


« أمظ > مد 


0 
ك |بند - | وم > رد يد 


-1 
د كملا مد 


سب أيي ب مطابقة جك رية لعد الممادلة لحعهيهم ال ان 
“عه | تعسو * عترانفة نك تدده لحل - اطعاد لد ...27-0 بالافادة مسن مبرهة م 


1-5-؟ اذا وحد مشتق مستمر ل م على الفتسرة [ن.م]-7 © وكان 
0>مامر و 0<(ممر و ضع» 46كه)م/ق >0 اء استعمل ند - يد رمع 
بقيمة مناسبة ل ٠2‏ 

الود سنورد طريقة تكريرية في : حل 1-0 ع تعد عر على النحو التالي : 
(09) بين أن !حد الامكانات هو 


.* لجع +1) - لماع دب 


اختر 1د وانحز ثلاث خطوات ٠‏ هل 1>|*)و| ؟(راجع المسألة ٠١‏ ( 8 
بين أنه يمكن شرح التكرير بالشكل ١ه ٠‏ (ب) قدر الاخطاء باستعمال (5) ء* 
(ج) يمكن كتابة 0-ر بالشكل -1-» ٠‏ هل. هذه الصيغة مناسية 
للتكرير ؟ حرب 2-1,عر و 205نم و 22بع 4 وانظر فيما بيحدث 4 


1.0 05 0 
جمدم 


الشكل (51) ٠‏ التكرير في الشق() من المسألة 19 


3 بين أن. ثمة ما ربقة تكرء بي أخرى للمعادلة الواردة في المسآلة ٠‏ هي 
مر + 1) اع عت يرلا 


سند .علا لم 


اختر 1-.م ٠‏ عين ,دو 2+ وود ٠‏ ما هو سبب التقارب السريع ؟ ( الجذر 
الحقيقى هو 0.682328 مقربا الى ستة أرقام عشرية ) ٠‏ : 

وات ( طريقة نيوتن ) لتكن / دالة حقيقية مشتقاها الاول والثاني مستمران 
على المترة [0.ه] » وليكن * صفرا بسيطا ل / في (6ه) *بين بأن 
طريقة نيوتن المعرفة كالتالي 


ل 
لال- ,د - رمع ,داق 2 ربد 


هي تقليص في جوار ما للنقطة * ( بحيث تتقارب المتتالية التكريرية من م- ٠‏ 
يا كانت مد القريبة بقذر كاف من + ) ٠‏ : ش 


( التجدذر الترببعي) + أثبت انل 


1 
(2+م) <> (من)ع > ب 


هو تكرير لحساب الجذر التربيعي لعدد موجب معطى » » حيث -0,1.0٠١‏ م 8 
ما هو الشرط الذدى نجده من المسآلة ١٠‏ ؟ واذا انطلقنا من 1>نبر قاحسب 
التقرسات 3 ول ٠/2‏ 


/ 


اا ليكن ءا جد هر : تقليصا على فضاء متريي تام » بحيث تتحقق المتباينة (1) هه 
٠‏ وسيسب أخطاء التدوير وأسباب أخرى » قاننا غاليا ما نأخذ بدلا من 1 
تطبيقا ير ي-2 :5 بحيث تتحقق المتباينة 
(0<وعدد مئاسب ) +5050 ,:4)1 
آيا كان .د من > ٠آثبت‏ باستعمال طريقة الاستقراء الرياضي أنه عندئذ يتكون 
أب كان < من غ1 : 


6 دك ("3 ,"4217 


2,0 ,1ع وسو) 
1 قد لا بوجد للتطبيق ؟5 الوارد فى المسألة 17 .نقطة ثابئة ٠‏ ولكن قد يحدث 


نب ون ب 


أن:«المسافة.-دين-م« والنقطة. الثابتة. *. تكون عندئذ هئ. 


الب هزر )4 
به --1 


ل لنفترض في المسألة ١١‏ أن 76-ء و مو" -.ر ٠‏ بين باستعمال ) 


1 
001لا5 "4١‏ + ]سر ك لمرلا ,)4 


ما هى أهمية هذا الدستور فى التطبيقات ؟ 


٠‏ ( شرط ليبشتز ) تقول عن تطبيق [08.٠]+[ؤ,م]‏ :7 انه حقق 
شرط ليبشتز بثابت ليبشتزر م على [4,5]اذا وجد عدد ثابت » 


|1<- 89| غ5‎ |١- |. 


مسبتمر على [4,8] » فبين أن 7 يحقق شرط ليبشتز ٠‏ (ج) هل عكس (ب) 


١‏ تطبيق مبرهنةباناخ على المعادلات الخطية 


لمبرهنة النقطة الثابتة لباناخ تطبيقات هامة في طرق التكرير المتعلقة بمل 
جمل المعادللات الجبربة الخطية » وهي تقدم شروطا كافية لتقارن حدود الخطاً ٠‏ 

ولفهم الموضوع » نعيد أولا الى الذاكرة أن ثمة طرقا مباشرة عدة لحل 
مثل هذه الجملة ( وهذه الطرق تعطي الحل التام بعد القيام بعدد.منته من العمليات 


9845-7 يد 


الحسابية اذا كانت الدقة # طول الكلمة في الآلة الحاسية ب فير محدودة ( ؛ ومن 
الامثلة المألوفة طريقة الحذف لغوص ( الطريقة النظامية التي تعلم في المدارس ) ٠‏ 
بيد أن التكرير : أو الطريقة غير المباشرة » قد كون أكثر فعالية اذا كانت الجملة 
من نمط خاص » كأن تكون غير كثة » أي أنها تتألف من عدد كيير من المعادلات 
الا أن عدد معاملاتها غير الصفرية قليل ٠‏ ( ان مسائل الاهتزازات والشبكات 
وتقريبات الفضل للمعادلات التفاضلية الجرئية غالبا ما تقود الى جملة غير كنة ) ٠‏ 
وفضلا عن ذلك » فان الطرق المماشرة المعتادة تتطلب قراية 3م مين العمليات 
الحسابية ( # حعدد المعادلات - عدد المجاهيل ) » وقد تصيم أخطاء التدوير 
كبيرة جدا عندما تأخذ « قيما كبيرة » في سين أنه في التكرير فسان الاخطاء 
الناشئة عن التدوير تتلاشى في نهاية المطاف ٠‏ وفى الحقيقة » فان طرق الشكرير 
تستعمل غالبا لتحسين «الحلول» التي نحدها باستتخدام الطرق المباشرة ه 
لتطبيق مبرهنة ؛ بأناخ » قاننا نمتاج الى فضاء متري تام وتطبيق تقليص عليه ٠‏ 
لنأخذ المجموعة ع لجميع المرتيات م من الاعداد الحقيقية التي نكتها بالشسكل 


وليك ٠‏ 4) دع 8*6 1() > ل وليك ٠0,‏ *ك) ع ير 
وهكذا ٠‏ لنعين على 2 متركا 4 معرفا بالمساواه 
ا - | اق - <(2 )4 10( 


ان (4 6ا)-* تام » وهذا أمر يمكن اثباته بصورة ممائلة لما فعلناه ذ في المشال 


ألهم]! ٠‏ 
سنعرف على 2 التطبيق يري ير :7 بالدستور 
2+8 دي در 2( 
حيث (ي,ع)-© مصفوفة حقيقية مثبتة »ام غ وحيث م متبعه مثبت فى جاء أن 
كل المتجهات هنا وحيثما وجدت فى هذا البند هصى متشهات عمودية © ضيب 
الاصطلاحات المألوفة فى ضرب المصفوفات 3 


108197 بس 


ماهي الشروط الواجب توفرها 

-المركبات + فاننا ند أ 

10 2زر 8 + مروت 2 <ع 
1م 


حيث ((8) - 6 ك اذا وضعنا 2 - (رس) ع بر » فاننا نجد من 1) و 2( أن 
أزه - رو | نهم > (72 4)150 - رس ,)4 


الكحقايه 

1ع 

أعنه| 0 ال أله - 6| قمع 
1عيمر : 


.أعه! ْ الل (2 )4 - 
1 عم ( 


نرى أنه دمكن كتابة هذا بالشكل (2 )4 ك5( ,)4 » حيث 
-أعن| 3 علقم - به )3( 
1م 1 
ملاس1 مبرهئة ( المعادلات الخطية ) 0 
أذا كانت الجملة 
5 


+ حن) <- ع 


(معطى (ين) - ©) 


المؤلفة من » من المعادلات الخطية في « من المجاهيل ,6 6.٠.0,‏ ( مركبات , ) 
تحةق الشرط 
7 1> إن | 0 (5) 


حت اقم حم 


اح ون ميك ٠‏ يمكن الحصول على هذا الحل بايجاد نهابسة اللتتالية 
التكريرية (...,©ير ,«اير,0ي) » حيث كر كيفي وحيث 


,0,1 ام 0+8 يرن د لاخكاير 1 )66 


أما حدود الخطا فهي 1 راجع (3) 1 


- إلينا ايا 0 ليها 
وضكير يمل كك 3 السير)ى تان كيل )0 


ان (5) شرط كاف للتقارب » وهو معيار مجموع الاسطر ذلك أنه دحوي 

مجاميع سطرية نجدها بجمع القيم المطلقة لعناصر سطر في © ٠‏ واذا استعضنا عن 
() بمتارك أخرى ء فائنا جد شروطا أخرى + ونوود في المسالتين ويم حالتين 
هامتين من الوجهة التطبيقية ٠‏ .. 

كيف تكون المبرهنة ك١‏ مرتبطة بالطرق المستعملة في التظبيقات 
العملية ؟ ان الجملة الأولفة من » من المعادلات والحاوية على ,, من المجاهيل تكتب 
عادة بالشكل 

© دعم 9( 

حيث 4 مصفوفة مربعة عدد أسطرها 01 ٠‏ والعديد من الطرق التكريرية فيي حل 


(8) حيث 46420 تلم بأن نكتب 4-8-6 حيث 8 مصفوفة غير شاذة 
مناسبة ٠‏ عندئد تعدو (8) بالشكل 


+0 ع8 
وبالتالي نجد أن 
.0 +ع0): هدع 


وهذا يوحي بالتكرير (6) حيث 


الأهمية النظرية البالغة » وطريقة غوض سيدل في التكرير المستعملة بصورة 
وانعة في الريايات التطريقية + 


١-1-0‏ تكرير جاكوبي 
تعرف طريقة التكرير هذه كما دلي 5 


121 لي- 0 لك 00 


- 


حيث (ر)اد في (8) » وقترض أن 0عديه عندما .1-1,200,0 + وثقتترح 
هدأ التكرير دحل المعادلة ذات الترتيب 7 في 9( بالنسية الى م + من السهل 
التحقق بأن (10) يمكن كتاءتها بالشكل (6) حيث 


ماحز دم (زو كان بزو صني (011 7 
بغرض أن (ره) يدنك - 2 هي المصفوفة القطرية التي عناصرها غير الصفرية هي 
عناصر القطر ال ريسي 8 له ٠ه‏ 


ان الشرط. (5) المطق على © في ١‏ ار ب ا 
أن © في ١‏ )11) ) بسيطة نسييا » فانه سكن التعبير عن (5) مباشرة بدلالة عناصسر 


4 » وتكون النتيجة هي معيار مجموع الاسطر لشكرير جاكوبي 


ٍْ | 012 
1,020 زر وات 
زعوعر 
أو 
3 (*12) 
لو در انيه > اعرها 13 
زعوا 


عجوت 


ويسكن القول بأن هذا يبين أن التقارب مكون مضمونا اذا كانت العناصر في 
القطر الرئيسي ل 4 كبيرة بقدر كاف . 

لاحظ بأنه في تكرير جاكو بي فقد تكون بعض المركبات ل “ير متوفرة 
في لحظة معيئة ؛ الا أنها لا تستعمل أثناء تقدم عملية حساب المركبات الباقية , أى 
ان جميع المركبات لتقريب جديد تقدم في آن واحد في نهاية الدورة التكريرية . 
ونعبر عن ن هذه الحقيقة بقوثنا ان تكرير جاكوبي هو طريقة للتصحيحات الانية . 


ما؟ تكرير غوص بس سيدل 

ان هذه طريقة للتصحيحات المتتابعة » التي تستعمل فيها كل المركبات المعروفة 
أخيرا في كل لحظة ٠‏ وتعرف الطريقة كما بلي : 

ْ انما 2 لى ب تام 
مه شر 6 2 خ- 5 (13) 

حيث ,,,...:,1<-ز » وتفترض ثانية أن 0غريه أيا كان را 

ونحصل على مصفوفة من (13) 'بأن تكتب ( الشكل +0 ) 

نم-2 جمدم 

حيث بر هو كما عرفناه في تكرير ‏ جاكوبي ؛ وحيث 1 و ن مصفوفتان مثلثتان 
سفلى وعليا على الترتيب » عناصرهما في القطر الرئيسي أصفار جميعا » واشارتا 
الناقص الواردنان أمر اصطلاحي ومتفق عليه ٠ ٠‏ لنتخيل اللإن أن كل معادلة في (13) 
ضربت د إبه ٠‏ عندئذ يمكننا كتابة الجملة النائجة بالشسكل 


فيو يرع سدع د لختايرور 
أو 
لكايو +ع د خ “اير ار) 


دالاة#8 د 


3 جديدة 
حمسي 


متو فرة 


تحليل 4 الدستور (13) 
الشكل (01) ٠‏ ايضاح دستوري غوص س سيدل (03) و (14) 


واذا ضريئا ب :-(6-7) » فاننا نجد (6) 'حيث 


3“( - ©) <دة ,510 (8-1)- 0 )014 
ان الشرط (5) المطبق على © في (14) كاف لتقارب تكرير غوص-_سيدلء 
وللا كانت © معقدة » فان المسآألة العملية الباقية تتلخص في أتحاد شروط أسط 
كي تكون (5) صالحة ٠‏ ونذكر دون برهان:أن (12) كاف » الا أن ثمة شروطا 
أفضل يمكن أن يجدها القارىء ال مهتم بهذا الموضوع في الصفحات 494 و 495 و 

0 من كتاب : 
-/ة 1101 لكو لا بوع1! .كو وهام أمء م6 اصبالز [0 إعنعياى ,(1962) .1 ,1000 
إإانءا 


مسائل 


٠ )14 ل تحقق من صحة (11) و‎ ١ 
-يث حييمة‎ 7 
-3,+ و10‎ - 4 


(5) حدد الحل التام ٠‏ (ب) طبق تكرير جاكوبي + هل تحقق © الشرطا 9) ؟ 


7368-7 ملم 


واذا انطلقنا من المتحه "اير الذي مركبتاه 1 1 6 فاحسب ير و. يم وحدود 
الخطً () ل ف ٠‏ قارن هذه الحدود بالخطاً الفعلي ل ميراء. (ج) طسق 
تكرير غوص - سيدل » وذلك باجراء نفس الخطوات كما في (ب) » 


ع # لنأخد الجملة 
00 و0256 -0.252 2ع 
0-,0254- وه | +ي0.25#- 
25-,0.256-ي6 + ©025- 


5 دبع +65 0.25 -0.2562 هس 


( تنشآ المعادلات من هذا النمط في الحل العددي للمعادلات التفاضلية 
الجزثية ) ٠‏ (1) طبق تكرير جاكوبي”منطلقا من " “د ذي المركبات 1,1,1 ,1 
باجراء ثلاث خطوات ٠‏ قارن التقريبات بالقيم الحقيقية 2-0.875 2م و 
5 حت وي ع رجه ب طبق تكرير غوص - سيدل باجراء نفس ما فعلتاة فئ 6 ٠‏ 
4 س تنص مبرهنة كيرشكورين على أنه اذا كانت ٠‏ قيمة ذاتبة للمصفوفة 
أ مر بعة (يه)د» » فاننا نحجد من أجل عدد ما زر ء حيث 5#ز>1 ؛ أن 


| 1 دوا 
( القيمة الذاتية ل ح هي عدد ١‏ بحيث تتحقق المساواة »ديت من أجل 
عنصر ما غير صفري ) ٠‏ (1) بين أنه يمكن كتابة(4) بالششكل م - بعر »حيث 
©-:1-* وعندكذ تقتضي مبرهنة كيرشكورين 9(امعا أنه لا يمكن أن يوجد 
ل قيمة ذاتيه 0 ( وبالتالي تكون م غير شاذة »٠أي‏ أن بكون. 0 عون 
وبكون للمعادلة م دين حل وحيد ) + (ب) سن بأن © برا 
كير شكؤز ين تقتضيان بأن يكون ل © في (6) نصف قطر طيفي أصغر من 
1 ء ( يمكن الاثيات بآنهذالازم وكاف 0 
ونصف القطر الطيفي ل © هو إبداعوم © حيث ,د ....,.(هي القيم 
الذانية ل 60).ء 
5 


ه.س.يبين المثال .التالي. جملة يتباعد من أجلها تكرير جاكوي في ين يتقارن - 
تكرير غوص سيدل : 
4ك جك جرع 
4ه +يم2 جع 


.24 +ع جع 


قاذا انطلقا رمن وده تحقق ممق تباهد اتكرير جاكزين انين اللقبار اك 
لقيلة الاذلى في تكرير غوص . سيدل لتحصل على الانطباع بان التكري . 
4 سبدو متقاريا من الحل التام 1ع ديع دع 58 1 8 
5ت عن المقبول طاهرءا اللبيق ساق تكرق غوض بت نيدل قصل من كير 
جاكوبي في كل الاخوال ٠‏ وواقع الامر» خان الطريقتين غير قابلتين للمقارنة؛ 
2ع م 3 
0 3 +رن- 


3-0 يع 2 جع 


3 ستلج هاتين ١‏ لحقيقيتين انطلاقا من الشروط اللازمة والكافية | لثم وص 
٠7‏ ( معيار مجموع الاعمدة ) يقابل لمتركة في ) الشرط*3) ٠‏ فاذا 
زودنا * بالمترك ,ك المعرف بالمساواة 
وريه - ا > (2 36)ر4 
بين عندئذ أننا نجد عوضا عن 59) الشرط: 


1 دع) 1 >2 (15) 
1م 


لد 0ع يسم 


5 ( معيار مجموع المربعات ) بابل المترك في ) الشرط* 5) ٠‏ فاذا 
زودنا 2 بالمترك الاقليدي 4 المعرف بالمساواة 


7[ :0 -قا يلا | - 0 مامه 
بين عندكذ أننا نجد عوضا عن ©5) الشرط 
عن" 00# (16) 


61 1«لق 


4 ( تكرير جاكوبي )2 بين أنه في حالة تكربر جاكوبي » فان الشروط 
الكافية للتقارب 5) و 59) و 06 تأخذ الشكل 


2 
ادق آنا | ث أعرةا 
1> جك 1 > اي رو 1 
44 0 زن4 1 زرة14 1 


٠ )16( ل أوجد المصفوفة © التى تحقق (5) دون أن تحقق (15) أو‎ ٠١ 


ه؟ تطبيق مبرهنة باناخ على المعادلات التفاضلية 


أن أهم تطبيقات مبرهنة النقطة الثابتة لباناخ ترد في سياق فضاءات الدوال ؛ 
وعندئذ تمدنا الممرهنة يمسر هنات فى وجود ووحدانية حلول المعادلات التفاضلية 
والمعادلات التكاملية » كما سنرى فى هذا اليند ء 

ستأخدذ في هذا البند معادلة تفاضلية عادية ظاهرة من المرتبة الاولى 

22 (5)] ع اير (19) 
وتتآالف مسألة القيمة الابتدائية لهذه المعادلة من المعادلة نفسها ومن الشرط 
الانتدائى 
١‏ من > (م))ع )15) 


١.؛‏ المدخل الى التحليل الدالي مة؟ 


حيث 6 9م32 عَدَدَانَ حفيقيان معطيان " ٠‏ 


بامتفف مير هنة ة باناخ لاثبات مبرهنة بيكار اميية .الت على ار عن 
كونها ليست الاقوى بين المبرهنات المماثلة المعروفة » الا أنها تلعب دورا حيويا في 
نظرية المعادلات التفاضلية العادية ٠‏ وفكرة المعالجة جد بسيطة » اذ أننا ستحول* 
فق الى معادلة تكاملية 'تعرف تطبيقا 7 » وشروط الممرهنة ستقتضى أن يكون 
5 تقليصا بحيث تغدو نقطته الثابتة هى الحل لمسالتنا ٠‏ 


ها مبرهنة بيكان في الوجود والوحدانية ( المعادلات التفاضلية العادية ) 
لتكن / دالة مستمرة على اللمستطيل 
5 5 ام - نا به ك |م؛ - ؛| | (* 5)) > 8 

وبالتائي فان م محدودة على 8 » ولنفترض مثلا أن 

أيا كان 6(6#) 5 |( كارا 2( 
لنفترض أن / تحفق شرط ليبشتز على # بالنسبة للمتفر الثاني + » أي انه 
يوجد عدد ثابت © ( هو ثابت ليبشتز ) بحيث أنه اذا كأن (دن) و («) علصرين 
مسن 8 فسان 

(3) 3 .أ -ع]| # ره 6)] -(2 ؤ)]|‎ ١ 

عندئذ يكون لمسالة القيمة الابتدائية (1) حل وحيد ٠.‏ وهذا الحل موجود علسى 
الغترة [8+د,1]10-8 © حيث* 


1 ُ 6 متم > م ش )4( 


د قف البرهان التقليدي كون إ/زيه)منم>م8 أوهذا افضل ٠.‏ ويمكن الحصول 
على هذا أيضا بتعديل للبرهان الحالي ( وذلك باستخدام مترك أعقد ) » راجع 
الكتاب التالي : :7 


.عطعممد8 عل 3100 2 تاك عنا0ئقصمع: عملآ ,(1956) اذى ,نعل 1اءزظ8 
261-98 ,4 .5 .#بمامط .لمعم .أأياظ .امسمطعلةا-تامممعوه 


نت اثت 


سسسسسك عن 3 8-6 
الشكل (09) . المستطيل 8# 
اصددر 
حدما .ما 
د مره > ءلم 


الشكل (26) ٠‏ الايضاح الهندسي المشايئة 2) عندما يكون ٠‏ صغيرا نسبيا 
ف له » وكبيرا نسبيا في )8 ٠‏ ويجب أن يبقى منحنى الحل في المنطقة اللمظللة 
الحدود بمستقيمين ميلاهما »* . 


المرهان : 


ليكن )0 الفضاء المتري الولف من كل الدوال الحقيقية المستمرة على : 
الفترة [م+م ,م-م]-7 وحيث المترك 4 : معرف بالمساواة 


.)د ق)ع| ع -(9 )0 


إن كه تام » الامر الذي نعرفه من ١-١1ه.ء‏ ليكن 6 الفضاء الجزئى من 
(7)© المولف من كل الدوال +« في (ر)ن التي تحقق الشرط 

.8 ك إم« - )| لغ 
من السهل أن نرى بأن © مغلق في ()ح ( راجع المسألة 8 ) » وبالتاثي فان 6 
تام استنادا الى ١4لا ٠‏ 


بد 8.9 نم 


وباجراء المكاملة ؛ نرئ ان (1) _سكن , أن .تكتب بالشكل 19 دعر ؛ حنيث 
مسق :3 معرف كما يلي : 


.ل ((م)ع ,) [ ! +ون* - )1 )6( 


بؤقملة عفان سوق آنا كان «مو اخ > ذلك أن 00 استنادا الى مم » 
وبالتالي فاذا كان 66+ » فان رع و #8ءع(م)* ) ؛ ويكون التكامل الوارد 
في (6) موجودا نظرا لكون / مستمرة على ٠8‏ 2 نرى أن صورة 7 وفق 6 
هى نفسها » يمكن استعمال (6) و (2) وعندئذ نجد أن 


جك ((0)ء ,5 ][ | > أو < ()<7| 


.8ه 5 أ <ئغ| هن ك5 


سنبين أن 7 تقليص على 6 ٠‏ بترتب على شرط ليبشتز (3) أن 


[(5)00 )م -((م) ارا || |10)0 )| 


ااه - هم)ء| غ عمد | -م|ك ١‏ 


.(« )4 8غ كت 


ولما كانت العبارة الاخيرة مستقلة عن + » فمن الممكن أخذ القيمة الأكبر هد فى 
الطرف الايسر فنجد أن 


(ن )4ه كت 1 )4 حيث .8 م 


نرى من (4) أذ #8>1-4 ؛ وبالتالي فان + هو تقليص على جم قا » وهكذا 
فان المبرهنة ه١5‏ تقتضي بأنه يوجد ل 7 نقظة ثابتة وحيدة * في 6 »2 أي 


دالة مستمرة على تحقق المساواة -2اء وبوضع 0 بدلا من )1 
في (6) نجد أن 


جك ((م)ع تر / +و > ()* [69 


جك 44م 


ولما كان. 0< ) » حيث م/ مستمرة » فمن الممكن اشتقاق 7) ٠‏ لذا فان م 
زوجية:ولهاا مشتتق وتحقق (1) ٠‏ وبالعكس » فكل حل ل (1) ,يجب أن يحدقق 
٠» )7‏ 1 ل البرهان 8 

وتقتضي مبرهنة ؛ باناخ أيضا أن الحل ال (1) هو نهابة المتنالية ( 1٠‏ وو) 
التي نحصل عليها بتكرير بيكار 


45 ((0)م< )1 ]م > ©)1بيد 40 


>5 ء الا أنه تجدر بنا الاشارة الى أن الفائدة العملية لهذه الطريقة 
في التمرل على : تقربات لحل (1) وحدود الخطً المقايلة ذات فائدة محدودة 
سمب المكاملات الوا ردة ٠‏ 

وف الختام نورد ما يلي ٠‏ يمكن اثبات أن استمرار / كاف ( وليس لازما ) 

لوخجود حل للمسآلة (1) » ولكنه ليس كافيا للوحدانية ٠‏ وشرط ليبشتز كاف 

( كما تبين مبرهنة بيكارد ) وليس لازما ٠‏ لمزيد من التفصيل راجع الكتاب التالى : 
209765آ1 اكه لا بوع1آ[ .مارم تمسو امتنمع ‏ قرت 0741167 ,(1956) ..[ .8 رعمو1 

وبرهانا تقليديا » بحيث يتمكن القارىء من مقارنة معالجتنا الحالية بالمعالجة 


# اذا كان المشتق الجزئي «دبره للدالة م موجودا ومشتمرا على المستيطل‎ - ١ 

ْ ( مبرهنة بيكار ) فبين أن / تحقق * شرط ليبشتز على 8 بالنسة: للمتغير 
الثاني:د ١ ٠‏ 1 

؟ سا بين أن الدالة م المحددة بالمساوئأة ؛+اع« هنو (دى)/ تحقق شسرط للبيشتز 


سس 5060 سيم 


ها المت ع ليأ كبله المي للكت لاخلة ١‏ . 
على المستوي ع ل 1 + في حمين أن 0/8 ليس 


موجودا عندما 0-+ ٠‏ ما هي الحقيقة التي يوضحها هذا ؟ يك 
م« # هل تحقق الدالة / المعرفة بالمساواة #"إءا- ,/ شرط لمبقشن 74 


5 مده أوجد كل الشروط الانتدائية بحيث أن مسألة القيمة الابتدائية «2عدايم او 


معد ع (و1) 6 ليبس لها حلول 4 ب لها أكثر من حل واحد » (ج) لما 
خل ولعت الفط + 


ه ل اشرح أسباب الشرطين ع/ط>م و 1/6>م في (م * 
5 س بين أن © في برهان مبرهنة ببكار هي مجموعة مغلقة في ع ٠‏ 


7 2 ثبت أنه يمكننا في مير هنة سكا ر أن نأخذ بدلا من الثابتةمد أي دالة 
أخرى 6 عور ,مع > )ور كدالة انتدائية للتكرير ٠‏ 


ه ب طبق تبكرير بيكار (8) على *«+1-م و 00-0 ٠‏ تحتق أنه بالنسبة الى 
د » فان الحدود الحاوية على ؛ .2 ٠٠-٠.‏ , *؛ هى تناما مثل حدود الحل التامء 


ه بين أنه يوجد للمسألة ددم و 0-(0)+ عدد غير منته من الجلول + 
معطاة كما يلى : 


ع ح ا؛عندما :0 -)) د ل)ع ىن >تعندما مدز)ع 
حيث 0< أي ثابت ٠‏ هل بحقق 3*8 فى الينين شرط ليبشتز ؟ 
لم 


هي 0-.* و د« »> حيث 4/ء|:- )يد ٠‏ هل امضن هذا مع مبرهنة 
ببِكا ر؟ أوجد حلولا أخرى ٠‏ 


با 6.1 بم 


هع 7 تطبيق مبرهنة باناخ على المعادلات التكاملية 


سلفيد فى الختام من مبرهنة النقطة الثاتة لباناخ كمنهل لمبرهنات الوجودٍ 
والوحدانية العادلات التكاملية 50 تسمى المعادلة التكاملة من النمط 


56 
()ه ع ع ()( )ءا إٍ سر - ())ع 12( 


5 .معاذلة فريدهولم من الفوع الثاني * ٠‏ ان [,ه] هنا هي فترة معطاة » و 0 دالة 2 
على [5,ه] وهي مجهولة .و مر وسيط ٠‏ ان النواة + للمعادلة هى دالة..معرفة 
على المربع [5 ,ه] 51 به] - 6 4 كنا أن هي دالة معطاة على [م 3 1 

سكن دراسة المعادلات التكاملية على فضاءات دوال مختلفة ٠‏ وفى :هذا 
البند » فاننا. ندرس «1) على [85,م]© »؛ أي على قضاء الدوال المستمرة المعرفة - 
على الفترة [5 ,»] - 1 حيث المترك 4 يعطى بالدستور ش 


:[2)«- م)ع| حفس - زر 40 ٠‏ )2( 


م م 2 
الشكل (50) . ساحة التعريف © للنواة * 
في المعادلة التكاملية (1) في حالة عددين موحين ى وم . 


مد ان ورود الحد () يمكننا من تطبيق التكرير كماتبين المبرهنة 8ت 
واذا لم تحو معادلة هذا الحد > فتكون من الشكل 
8 
(5)0 ع جك (م)ء(م ناا / 


ويقال عنها انها من النوع الاول ٠‏ 


حم 4ن 


00 (راجم امه ) ٠‏ ومن المهم أن نلاحظ لدى “تطبيقنا الحالي لمبرهنة ياناح أن 
1 سرون 701 المتسية الى 06 9+ 0 


عتدند تكون 2 دالة مخدودة على و ؛وليكن مثلا 


أن كان 6 .5ك ن)ع| )3( 


من الواضح أنه سكن كتابة (1) بالشكل 36 -عر » حيث 


1 
.جك ( )<<( ,)عا سر+ ())ن > ()1 )4 
ا 


سا أن ان و م مستمرتان ؛ فان الدستور (4) بحدد مؤثر !1م به]ه حك [ز ,4]ه :1 . 


ستعرض الآن قيدا على م بحيث يغدو 7 تقليصا ٠‏ نستنتج من 2) و (4) أن 


!)2 )| خ - (1 15 )4 


رقص أعر] - 


0 
7 [(مار - )عام ذ)ا 


طً 
جك إلم)بر- رماع] |( ق)عا! / ينقد أمر| كد 


8 8 
١ 41‏ لماج - لماع | سوس زمر ع 


٠(ه‏ - 5)(ز )2 ء إسر| - 
وسكن كتابة هذا بالشكل (بر ,)4 ه505 ,4)1 » حيث 


.(ه-م)ء إس| - هن 


نرى أن 7 سكن أن يصمح تقليصا (1> ») اذا كان 
8 إسكن أل يصييح تقل 


1 
دم > اما )5 


لذا فان مبرهلة النقطة الثاتة يا 'نعطينا الآان الممرهنة التالية 0 


0 ل 


س1 سرهئة ( معادثة فريدهوام التكاملية ) 


لنكن الدالتان 2 و م في (1) مستمرتين على 7<[ و [85,م]-2 عسلى 
الترتيب ©» ولنفترض أن » يحقق (5) حيث ء معرفة فسي (3) . عندلف يوخد 
ل (1) حل وحيد + على ر . أن هذه الدالة #لعي نهاية القاريسة اريريه 
(0 نع ومك) حبث 0< أي دالة مستمرة على '2ر »وحيث 


>4 (عامتك وا | مرج (اه - )بسي 3 
عندما 20,1٠٠.‏ . 
هذا وسندرس النظرية الشهيرة للمعادلات التكاملية في الفصل الثامن ٠‏ 
لننتقل .الآن الى: معادلة. فولتير! التكاملية 


)د ع مل (ج)دم )ع / سر - )ءا ١‏ زلق 


ان الفرق بين (1) و () لكمن م ى أن الحد الاعلى للتكامل في (1) هو عدد 
ثات 5 » في حين أنه في 7) ا 0 
قيد على مر نجد مبرهنة الوجؤد والوحدانية التالية ٠‏ 


5-0-؟ مبرهنة ( معادلة فولترا التكاملية ) 

لنفترض أن د الواردة في 7) مستمرة على [5 ,ه] 6 وآن النواة »م مستمرة 
على المنطقة المثلثة ع في المستوي © المحددة بالمتباينات ‏ ك5+5م و زد د 
( آنظر الى الشكل 55 ) . عندئذ يوجد ل () حل وحيد + على [( ,م] أيا كان بر , 
البمرهان : 


تتعيزى أن المعادلة () يسكن أن تكتب بالكل 1 دير حيسث 
[6 ره ]0 حت ][ة ,]© :15 يعرف بالمساواة 


4 (جاع زم اع ! سر )2 ع )1 )8( 


ال تا 


8 4 ِ 


الشكل (26) ٠.‏ المنطقة المثلثة + في المبرهلة 5.--5-؟ في حالة عددين موجبين + وه 


بما أن م مستمرة على © وأن ع مغلقة ومجدودة » فان »# محدودة على يج » 


ولمسكن مثلا 
أيا كانه ع( ؛) |( )| 


وهكذا » فاننا نحد استنادا الى (2) أنه أن كان د و برمن ز6به]© ذفان 


جك [(ه)ر - )عمال ذ)عا | اماع |ن) 1 - )1 | 


4 ! (رجاقه إعرات 5 
.( )4 (م -م)ء إسر] ف 
سنبين بالاستقراء الرياضي أن 1 
لا با)إ ساسسسسة 2 الكت ح "ررك رور» ممت ملم 


ان هذه المتبابنة فى الحالة 8-1 ليست سوى () ٠‏ فاذا افترضنا أن (10) 


+2 [(سار”7 لم) ار + )م || أساء زرخ ريج 7 ١‏ 


0 م 


)4 ع وماد" العا 1 إبراع 


4ه 


يم 0 
الاسم 


لذا فاننا تكون “قد استنتجنا صحة 10)أيا كان , بتطبيق طريقمة الاستقراء 
الرياضي 0 ش 

وبالافادة من 0-6 -؛ في الطرف الايمن من (10) » ومن ثم بأخذ القيية 
الاكبر 5 في الطرف الايسر عندما تمسح ؛ المجموعة , ؛ فاننا نستنتج مسن 
(10) أن 


١١لا‏ ,ب3) 4 


لامدينا '*"إير| - 


(2 :)سه ك ("7 ,0)177 


كد 6 ""إسراع- 1 
ييا 


نلاحظط أنه أن كان سر المثبت » وأنا كان العدد # الكبير بقدر كاف » فان 1 “بيه ٠‏ 
لذا فان ”7 المقايل يكون تقليصا على [4,5]© » وعندها نسالنئج صحة مبرهنتنا 


56-0 تمهيدية ( النقطة الثابتة ) 


ليكن يرج نز :7 تطبيقا مستمرا ( راجع #1؟ل7 ) على فضاء متري تام 
(4 )6-1 » ولنفترض أن ”1 تقليص على ع » حيث ”« عصدد صحيح موجب . 
عندئذ يوجد ل7 نقطة ثابتة وحيدة ٠‏ 
المرهان : 
ان 8-7 هو فرضا تقليص على > » أي أن («ضافه ك(ر8 .48 أيا كان . 
<ولا من كر » وهنا 1>ه ٠‏ لذا فاننا. نجد أيا كان م« من بي أن ١‏ 
(0:' “8 .م1 "8) 2ه 5ك (<”8 ,م15 "428 
١‏ )11) 
(©» جب برع 0 حستكت (0* ,21:0 "م 5 .٠ ١‏ 


ان مبرهنة باناخ ه١#»‏ تقنضي أن يوجد ل 8 نقطة ثابتة وخيدة » سنزمز لها د 


ب !!!4 دم 


* » و ع ح-مه”8 ٠‏ وبما أن التطبيق2 مستمر » فان هذا يقتضى أن يكون 
26 جه*28 -8”30 ٠‏ “لذا فاننا نجد وفق (ب) من 54-١‏ أن 


)1 )4 حب وو« ”8 ,م13 “"0)87 
وبالتالي فان 0 -(::4)3 وذق (11) + وسين هذا أن » نقطة ثابتة لج ء ولما 
كانت كل نقطة ثايتة ل 7 ثابتة ل 8 كذلك » فاننا نرى أنه لا يمكن أن بوجد ل 7 
أكثر من نقطة ثاتة واحدة 37 
لاحظ في الخنام أله يمكن اعتيار معادلة فولثيرا معادلة فر بدهوأم خاصة 
نواتها # صفرية في ذلك الجزء من المربع [م ,ه]*[ه ,هم] حيث ,يكون :<ء ( انظر 
الى الشسكلين 06 ( 4 وقد تكون ع1 غير صفربة ف نقاط من القطر 6ع و 


لدت حل المعادلة التالية باستخدام التكرير 4 وبأخثيار ن ظ ويد 


4 


10> إمرا) ()ن د وق (ج)عر” نع | س-0ء 
0 


٠‏ ( المعادلة التكاملية غير الخطية ) اذا كانت « و »© مستمرتين على [(,م] و 


2 <[ط ,ن] “ام ,]دي على الترتيب » وكانت + محقتقة على »© لشرط لببشتز 


أوفة ح ريه | 1 ك إلين )عط - (رعد ص بق)عا| 


فبين بأنه يوجد للمعادلة التكاملية غير الخطبة 


0 
)ع جك ((جاع وناعا عدو 
حل وحيد * أيا كان » المحقق للشرط (1/10-2>اسا أ 


ب- 416 يم 


من المهم أن ندرك بآن المعادلات التكاملية تنشاً أيضا من مسائل في امعاد لات 
التفاضلية ء 4 اكتب مثلا مسألة القبمة الانتدائية 


3 4 
> (10) ات 


على شكل معادلة تكاملية ؛ وحدد نوع المعادلة هذه ٠‏ (ب) دين أن مسألة ' 


القيمة الاتدائية 
4 
و > (10)” وول >ت (10)عا .(* 6) ][ 2 


الحاوية على معادلة تفاضلية من المرتية الثانية ,بسكن أن تحول الى معادلة فولتير! 


؛ ‏ ( متسلسلة نويمان ) اذا عرفنا مؤثرا و «المساواة 
3 
جل (م)عء(م ذ)غ | -0)مد 
ووضعنا ب يع » فبين أن () تقتغم أن 006 


قل حت رجرة 


واذا اخترنا ه-, : فبين أن 6) تعطى متسلسلة نويمان 
+ + 3*0 يرجن 52 تير + كثر + نح رد يهذا > ع« 


ه ب حل المعادلة التكاملية التالية (1) بالافادة من متسلسلة ثويمان » (ب) بطريقة 


3 


مباشفارة 


لذج لما | عدوا 
0 


6 


دس حل_المعادلة التكاملية 
)5 - جل (ماى | بدن 


حيث © ثابت . ودين كيفنا ,يمكن استتعبال متسلسلة. نؤسمان الموافقة للحصول 
على شرط النقارب )5( أتساسلة نويمان للمعادلة ' (1) ٠‏ 


٠‏ ( النواة التكريرية ٠‏ الئواة الحائة ) . أثبت أن متسلسلة نويمان الواردة في 
: المسألة 0 يمكن أن تكتب بالكل 


2,3,0 -مر + (جامم م ! - )زه ”5) 


0 حيث تعطتكى الئواة التكريرية مه كسا بلي 
1 3 ش 1 موك 4٠١‏ (مضؤاع (١٠٠١‏ مطاعا(ة )م ]0 ا 
وبالتالي يسكن كتابة متسلسلة نويمان بالشكل - 

٠‏ +جك (م)ولم 50ذ 1 تي عد جك (ج)نا(م ,1)عا ! مر+ )د ع )ع 
أنه سكننا باستخدام النواة الحالتة * المعرفة نالدستور 
0 (+ )يعاس ادلم 539 
أن نكتب المتسلسلة المذكورة بالشكل 

>4 (#)نا زمر :)6 إسجماه -0)ع. 


+ ل من المفيد معرفة أنه يسكن أيضا الحصول على متسلسلة_نوسان الواردة في 
المسألة غ بأن نعوض متسلسلة القوى التالية 


16 لد 


<)4( > رس ةير + (م)رسم + (4)ون‎ ))( +٠٠٠ 


في (1) “ثم بالمكاملة حدا حدا » ومن ثم بمقارنة المعاملات ٠‏ بين بأن هذا عطي 


بلي سم 8 وك )يدك ا -()ءة ,(1)ن > (قامنة 
وبفرض أذ 0(56)ها هو ع>إم )| » بين أن 
,“آله - ق)عكة 5 إكاءها 
وبالتالي فان (5) تقتضي التقارب ٠‏ 
ه ‏ حل م باستخدام المسآلة با حيث 0ه و +2-ؤو 
2 


1م 


أ م 
2 وده 1 شاد مك ١)‏ > زم ز)عا 
٠‏ لنفترض في (0) أن 4-0 وج«ه و 


.3 هلو 24 سلويه + +2 هلو ؛ تلك ره > (+ ,)عا 


اكتب الحل بدلالة النواة الحالة ) راجع المسألة 0( ٠‏ 


بم 5١2‏ يبد 


زتمام 

ارتباطك خطي 
اتن م 
أسان متزافقان 
استقرناء رياذني 
استقلال خطي 
استكمال 

: أسقاط (مسقط) 
الحد الإدنى 2 
الحد الاعلى 
اتعكاسية 

انغلاق 

انموذج 


ايزومور فيزم 


طم 
عم معط 11 
أمعمم رده 

5 0010183664 
2 لله قتي اهدر 
٠3020‏ “روعط نا 
101 

لت و٠‏ 

١‏ سنامجكصة 

اناطع متام 
وخافدةحاات»” 

حا اع ف ك4 

2001 


ا © 


4١9‏ ل المدتخل الى التحليل الدالي ملا" 


تراص 


انعا لعي 


مو صضعى 


تر كيب خطي 


تطب 


بيسى 


ثنانى الخطية 
خطي 


خطي: مرافق 


ب- م١4‏ دا 


1 
01 1 


22*01 10 


كناك السك 

مم1 عدم 

2.6112688 مام 

ل 8601161181 

ل [هوع10 

ذه اطاط سمه "دعص 11 
12م طم 

سل 1801216116 

ب 1112681 

1111627 
مدوعص1 عامع7اتصمء 
236181 

عم 1121762 

سلسم 60137 511 

عد لقع 1دمصطمةء 

سس 106 1اع 126 

ع0 تتوط 

ل 0162 م106 

ل 002112110118 


د الاك 


ب | عسث 


00 
0018.1 
50111060 
007 
0261801 
طاوعيقا 

ل تجاووبن 
ب 81120128 
0112 11نان 
ل 201111197186 
مامه 
10101و . 
نارم ممم 
ع امم 
ععدع ل اناو 
حب 111281681387 


8ع 116 


ل وع[56061 - بوسممعلع 


انفلك 

25 رمدم لومي 
1 1 12010 

للقت ” 

جرم ممصم 

ع لمعوولء 

16 


5 7 


حجبهة رحدا) 
جداءع 

ب داخلي 

دتكارتي 

ب خطي مرافق 

ب خطي مرة ونصف 

يس ملددى 

يتم متحهي 

ب لصيف خطى 
جوار 

ا غير كثة 

مد فت - 

حك 

عن" ا جد 

ب أعلى 
جدودبات 

حت نماي 5 5 

7 كسم 

0 
اوجاندر. 
ام-0 ته 0-3 

خخاصة 


بد.45 لد 


(لااةلصتامط) ‏ عع مم1 
ممعم 

ل 121161 

ل 081681213 

ل زوع 112 عنوع تممه 
ل 865011111121682 

ب 808181 

تامع 

ختوع طامط 
اط طم نعم 
57 


عهجوم8 


أنصرةا 

(.ط.ل.ع) اسمتتمتقسا 
(.1.1.5) اتتتسمع ميات 
نصده 01م 

ل :العامطمع 1 

ج11 1اع هآ 


ع201ععع1 


كلدت 4و2 | 


ا 


ب تبديلية - 21001110 
ب الاتمكاس ١‏ وموم 
ب التخالف 21 
5 التعدي وخايا كك لوقا 
ب القيمة الصغرى 21111111311111 
خط تأخير كهر باني عصنا يماع عععماء 
خطلي معطلا 
اداه 
دالة ع 
+ مسافة (مترك) (عاماعم) ب مع ه18 
ل مميزة 01816 ة قط 
ب مولتدة 1 8ناة ع5 
تت هامئغع ججع11011مة 11 
دالي كد16 ع طبع 
ب خطي 1 سل ه11 
ب خطي حزئيا 1 ب دوع 11طياه 
ل متحانس ايحابا حب 20220861260115 ع لومم 
ب محدود - :501111060 
دستور ابي ةا 
رودريك ل ه'عناع 10021 
دلتاكر ونيكر ل مععاعع د10 


رنين 1 


سدم ؤ5 بس 


ساخة لل وان 
سطر 12077 
سلسيلة : تفط 
ناش له 
شسكية ع 121 
شبه مترك عع مم0 مومع 
شبه نظيم ش يي 
شرط دمع تقدم 
ب التجانسس أبنجابا 120110861160108 20516176 
ب الجمعية حزئيا ب ع162001617ع 
ب ليبشعتن : لالطع مم 11 
- من -- 
صف )( صئف ) ققد 
صيغبة : : مه 1 
د خطية 1 الت هعضن[ 
ب خطية مرة ونصف المرة 0" لب 1112693 أتووعع 
- شي ب 
ضعرب 11 امس 
-ب داخلى ب 11111612 
عددي  ١‏ عدو اهمع 
ب متجهي ب «#ماعع 


سد 458 نسم 


طريقة 
التصحيحات الآنية 
ل في الجموعية المنتظمة 
ب أولكن 


1 


دائمة 


د فسوارو يعاق المرويية 


إعنادم 

3 
ب. أصللي (كارديئالي) ٠‏ 
20 ءظ يق ت ١‏ 
ات عاذي 


59 لد 


221060 


5 8121112260118 02 سم 


811137 سناع «تواتاوع2 
كم رون لذ 

5 م2 

ب :غ1 لطاقصصصدع و 'معنؤمع0 
4وطاعمم - ,مت وتمنرؤوع0 
5 النصطء5 - سوم 
186همع8 

21117 تصصسصيع عه 

2 2183132 - 

سب 268111832 .2 

ل 11377[ هسه 285106 
0 - م 

لع سه 

- طون 1تمصمةء 


ا 


عاطق00عءطممة:* 


301 1ط اطق 
ا 1 
[قلتلتروء 
ب [لبوعم 


2310281 


عقدة 
ب بارسفال 
غود 
عنصر 
أصغري 
ا لظو 


فخساء 
أقايدى 
ىت اتدؤوال 


ااتتاليات لهلبرت 


11200 

اكت 

281869781 

مامه 

عمعطعاء 

ا 201212281 
1013311281 


لمستاوط زع ترصن 


3 لسيامط 00 
/ ماصع صعاء مأطع توم ممه 
ا غ- 
3 سيوع ص ة[صمط 
هر 
05 1 
افا ل 
ير 
ف 07 0016 
ّ ععهمة8 


ةل اناه 
761162176 

عن وعندوعة ه111 
ا لدت 


مغو [صضمة. 


هاه اترضدمة تراكطدة». 


الما ل قد لب 01081 


توسة 0«مععع 


مجرد 
مرافق 


"“منكين نقد 


منظم 

هزيعل 

وحدي اواحدي) 
المسنتوي ش 


تاعدة (قانون) ٠7‏ 


1181 عتهتاعع21 
ب 22001166 #مصصة 
عع ةجرزقطناه 
522 121010061 
عع لجرقطياهة «تممزممام 
ع ه126 
| 1 مظ1 
3-34 مم طصة 
ع1طا نام 
3 عدء دمو 
ل ع112601126891 
281و تفصع متك عاتصقها 
سل ع5672818.:91 
ب .560116218 
سسب 760101 
- متعم 
ومع معولل 
اع يه "7اقطة 
ل 002[118816 * 
- لقحده تقد مستق 1 


20212264 


سب رع 1162 
2183 


عتقا عم لاط - 


0 ا 


الثمانيات الثلاث ب هاطواء-ععطط عط 


3 اللسخطيلن د قناع صماء6م مط ١‏ 
اسم سسميسيون وم ومسل 
شيه المنحرف ب 12226201081 قط 
قاعدة (أساس) عذقوط 
ا اثنوبة ل 01181 
ل شاودر ل 061 1تقطء 85 
ب قانونية عب 81 01و60 
هامل [ع د11 
قشرة كروية | مامه 
قطر عع مس01 
ب مجموعة آ86 3 01 عب 
قطمة مستقيمة أطع عع 
قيمة وانناتف 
ل ذاتية عل جمععاء 
ب صفرى 2011100 
| ل عظمى . مسقم 
00 : 0 0 1 : 
1 كزة ش ش 07 اللهط 
5 ل ش اس وعره 
ب واحدية قطنا 
: سه لت : 
بلا م ايك 
ب الالشحات 1ن ا ل دونه قط مم 


المحدودية المنتظمة 


مبر هنة 


البعد المنتهي 
البيان المغاق 

التطبيق المفتوح 
العكس المحدود 
التقليص 

الفئة 

المحدودية المنتظمة 
اأؤثر الخطي المغلق 
النقطة الثابتة 

النقطة الثابتة لباناخ 
بوازانو # فيرشتراس 
بوليا 


سشيكلوف 


فيرشتراس في التقربب 


كير شكور بن 


مشبابة 4 


الثلث 
المثلث المعممة 


املع ستعجر 


3 1203لا 04 


ع 012 

ع 01122611851033 متمق 
طجوطع 0عهماه 

28 أدم قم سعيره 
125186 060 طنتمط 
و نع هتدم 


ب 5017 29.16 


52011110602685 عمتجن 


18101عجزه هعضن[ ممم 


0126م عق 


- أطلمم 8:60 لاعقصمطر 


سل ههه :101231:0-7161811 


هوتنوام2 
08168017 عقو 
/ 


ب ه:107ع[ه28)6 


مله ستدم رمه ممم و11 


حل هم ارمع 06282 
17 


حل ع81 132 


سل 1122816+ عع 


كو شي اك شفارتز للمجاميع قتطتاق 208 س يمه تطو8 - بوطعتو 


ملكو فسكي للمجاميع 


10 ب نعلو 3111120 


حدوديات الاستكمال 
رتيبة 

كوشي الضعيفة 
متباعدة 


عمودي 
. ف 


سنيارة الاجرة 
قط 


منتظم 


158 سم 


قتطناة 102 لعب عرع11010 
تان 

+ 12101203226281 
ل 1661801076 


ات ا اتن 


مله أحم 201250 102غ018م12162 02 ب 


ل 22011050116 

تإطء داه علوع؟ 
سشننناينينك 

اطع ودع جم 

281مع8 050 

81 011ص م0طاسه0 ١‏ 

ل 012281 مطامه 0181 
ااعع 72م “0213ده امنا 
م 000 تواعلون 
مجع تدمه 137ع ممق 
سس عه 02 تتدذل 

1م0اعع 1 

سا وروج 

قنا!مة 


ع علج لسلستم 


(«مأأعصتاع ععطماقتل) عتعغعمط 


07 طقعتعة 
120110604 
-- عماعندع 015 


1101101131 


متسلسلة 811 


ل غير منتهية عاتسقصة 
متقاربة بالاطلاق 0027618612 11613ا[وقطع 
ب ثويمان , 12221113قا121 
متطابقتة 1 
أبواونيوس ل هناخ010 زوم 
ل الاستقطاب 5018112801011 
متط“تب 21 
متغير تالعانافتن 
متمسم عم ممصم 
ب جبري ع1وبراعم218 
ب معامد ب 81جمع0ط تن 
محمموع تاق 
ب جزئي 21181م 
ب مباشر تفناكات 
مجموعة أعع 
الرديف ل 11110161312 
الفوة دراوم 
عدودة , ب ع01 متام 
غير كثيفة في أي مكان ب مقرع0 مزع امم 
غير هزيلة دع 220121118 
كثيفة ل عوم06 
كلية ب 0081 
متعامدة منظمة كلية لهتتعمدمطعه اهأه) 
لب محدبة ١‏ 00121766 
ل محدودة - 20604 مط 


- 456 لد 


مرتبة 
مسألة القيمة الابتدائية 
مساواة متوازي الاضلاع 
مستوي عقدي 
مسقط (اسقاط) 
مشتق 
مصبغوقة 
احقيقية) متناظرة 
ب متناظرزة تخالفية 


 -‏ متعامدة 


الديت 06726123 ودوه11136 
ب 12062612062 امنا 
لدت نك 

لع0062 137او تدهم 
(صتقط) - 0عععلمه تزللهام) 
اعقمه 

00462017 مدق عط 018 ب 
86507 20مع86 عط 2ه ب 
ج1281 

لعج ه116 

علص - 2 

دمع 01م عله 1وتغاتص1 
01121147 تطوعع3211610م 
عصقام عع امددم 

صمناءء 0زم 

لمتخصع م 8ت 

4 

ج 1س عصرم (لوعم) 
ماع تسصرره - بروعاع 
ب الهصمع م طده 

2022381 

0 لق نم11 

سد 2161316183 - مكاعم 


موطو عنصن 


01 


أله اخصع ه01 


بداء.#ع دم 


ب فريدهولم 
فريدهولم من النوع الاول 
فريدهولم من النوع الثاني 
2 فولجيرا 

معامل 


لوأغصعمء تك لمتخعوم 
[و1أطع م0112 تإمستلعره 
سب لوطع 12216 

م1مط0ع"1 

44 غ838 عط عه ل مسمامطةهم7 
مسلط 4ضمء86 عط 2ه ب بسامطلعم]1 
ل 17016112 

أطاع لاع اعم 

إكادتة امك 

ا يا 2ك للق 
1112م 2017 

>©011121211 81111 

سمي اتن 501121 
001 
0011 
«متممععيده 

متت 

7م00 

10056 

068601 

سب 12106611013 

غللطه 1616 

سل أاخقطه خطعام 

ل اوناع 1216 

- .112681 0ع0جتمم 


ب ختوعطذ][ ممع داتصمم 


بد 40 عد 


قرين ذاتيا ( مترافق ذاتيا ) 
مطابقة 

ب مفاضلة 

ناظمي 

. ل هلبرت المرافق 


واحدي (وحدي) 


ع ونعة 

1530 - 

عدذ0(0ه - عاعع 
ب 1062167 

0 انه عع 
201281 

- 8070126 - م11 
سب 1121118387 


8ه لوماعممع 
لعن 

02 كلفط 

ملاع مستسعع 
200 

21626 لاننتوع 
ممم 

106822اعنه 
318:011181 

8 طغذا ع1طا لم صمه سابع 
أطامم 

تت ج30[ استععج 
12260 
- :1120م 


112611025 


]7 يسم 


ل ملاصقة ع ع2 نهمل 


نقطيا و 
نهابة أفسطن1 
مر غتمططا - 2 
ب ضعيفة كلوع77 
ضعيفة* ل *كايوع 1 
اقوية ب ع لطاع 
ل معممة اعمنلة تع صوع 
نواة [عصعا 
تكريربة 60و16 
ل حاتة 1597626م0همعم 
داهوؤٌثر *0012601 311 06 سل 
سم هاا 
هومومور فيزم (تشاكل) اعنام ممصم مطمط 
هوميومور فيزم (تصاكل) لل 0 


واحدي (وحدي) 11 


ب 4## ب المدخل الى التحليل الدالي م/ر؟ 


ممْسْراد* المراجع 


أء كاتهماوط2 5ع [إطتدعكمة 5ع1 كمقل كمملغهئ6صه دعا عن5 ,(1922) .5 رطققود8 
و3 1140/1 مااتع عل ,كع1 وجو غاها كم35أ2طو6 عه دمتاقئ أاممة عبنا 
133-1 
و .اأنهكالة 51416 .11 وععتوفهنا دعالعسممقعهه؛ وع1 مسد ,(1929) .5 بطعقمد8 
2223-9 
كاده ]ع العع78 .5ع 7أهق1ة| 8476110115م0 5عكة 171160716 ,(1932) .5 ,طعقمدىم 
قعواعط0 
هم ةدمع لهم و1 عل عملم 1 كناد ,(1927) كلاقطماكء)5 .11 اه ,.5 لاعقموه 
50-1 ,9 .األدالا منبع«ملصبظ “.وما عه اسومزةد عل 
تعاعولا بوع1! .ععوم3 )ع5 [:8ظ ١0‏ 710062107 ,(1961) .5 رممتمعطرمسى ١‏ 
[أووع 7م10 
ع0 عدرغمه6) دل ممتكةاكممصة8 ,(1912) .21 .5 رستعاموع8 
بامعاته :ع1 .اهل 506 .سرمت .1165 اتطوداموم دعل تعلق ع1 عبد عفلده؟] 
1-2 13,5 
-طاعتموظ ع0 60م 18 كناك عنضصوكةتعم عمنا ,(1956) على ,لل تاعنظ 
261-98 ,4 .36 .ارماومط .مهعم .أأباظ .دعوم طءلة1- 1أمممقة© 
اه .50 طتهال! .تعسيم .60 3:0 .11609 ععالم1 ,(1967) .© ,مزه 
لإأعنه50 1ه16 21 عط 1/12 ممعائعسة :1 1 رعممعلتجموع .25 .أطتط 
م 71/400677 زه لإعنجلا35 4 ,(1965) عمهاعة81 .5 ل0مه ,.© اامطعارزظ 
ع1 ارملا بععلة يلع .لرد 
11115 01 كقممتدوع 81 ,(1938) عالإجعطه5 ى لسع ,.1 .11 بأوساطمععطو8 
91-3 ,44 .506 .نولم .عجرم .ألن8 .5ععهمة كدعمذ! ععامسمف هه 
كعععوعظ . لا ععطذا عنوتام ةلطامم عل كمعمواطظ ,(1955) .11 ,فالقطسم8 
اممصصع :كمةط .7 3 11]! .قطن كعنوأع ماممه؛ كا أرماععن 
18 .مقط ,ععطنواف ,مناوناه :«قطئهه عل ولافاجعاظ ,(1970) .11 ,لظ 
16 :وأروط 
الأعأكا .م1116 ااماله اندم 7وعة 16 مالع 150 ,(1966) .لا .8 الإعمعط0 
, انلا جدرمء1 1 :ارم 
.كاد أطوج عينأع7ا رطع 4 م8 0714 56165 #عأجينوظ ,(1963) ٠7.‏ .1 بللتطععكاك 
الناط!- جموتعل8ة تطتملا بوع381 .له 230 
أمءلمع اها إه كلوناءلة ,(62 -1953) أمءط1115؟ .2 لسة ,8ه بكمدسسامه 
برعل الا/عه ودع ومع )م1 000 لم216 .015+ 2 .كع توبراط 
إن 50716 هاه برومع111" واذاتط معطم 0 ندع ور 1 ب(كقند .خآ مسقت . 
ملكا بعاتملا بجعقع كار اقم أاممم ئ 
تعاقولا ه81 .4ه 310 .كمعهم5 جمعضط. مممصولة ,(1973) .710 .24 ,زط 
ع 5110 


اكت 


اقول" نوع[ .زوربو هسه برع 0مك [0 كانم0 أله مط ,(1960) .ل رومملباعتط 
1 و5ع22 عالرء0هعم 

قععقمه و16 كموق 2121645 مملرمطانن 5ع25ط وع!1 غند5 ,(1953) .ل ,معتصستط 
29-0 وق 4عوء52 تعلق ماع4 .كمعناءوءملتطفيم 

.85 61015.3م0) بمعارار1 ,(1958-71) ماقو جه 3.1 280 .اا بلممكيسط 
' لإعلة/لا/ععمعهومع غم[ :ارملا بوعتر 

أم1] عاكلا ع1 .وأوزاماض4 أم«ماعصيظ ,(1965) .8 .1 رول رو جوع 
لمأكص ألا لمة أتقطعمنع 

.06085 قمأاسلدممممة عط 6) عامس فياءوع سياف ى ,(1973) .2 ,ماتمى 
3099-7 ,130 .نمالا هع 4 

-1953) أشامء 11 .© ."1 لق تعمس ناأعطوء0 .2 ركناتروةك8 ./لا ,له ,أنوا 1806 
١‏ 10 .5ل70 3 .عصملاع ص1 أمانع0«عععصم 17 مج181 ,(55 
لين 

كتعاصعم 0161 ألم معدم تاطلصمظ مهاعد عاءزاموزمه .(1910) هآ بؤزعم 
1-5 و137 .طامابآ موصت ماع18 أووسيامل .عطتع جع مس8 

.14 .أعصصماعهم؟ لناعادء يل كتصلمم دعنواعناو عيدد ,(1906) .74 بعطعمم 
14 .22 م«جعاوط عغماما 0 

ماعف .وع [اعسمدمنعمه] 1م 3556أه عتنا نيا ,(1903) .1 ببممافطلع18 
365-0 275 .لماز 

الريييا «كقطءدلةناءاءم5 062 عتتمعط]' كنج عوقطاء8 ,(1935) .كل ركطعترلعلمع 
54-62 ,110 ااعأمانانه 

كاكلا 7869 .كل70 2 .قعءا«اعا! [ه تمع 11 116 ,(1960) .1 .17 روطع ةصستمد 
ْ ً اف 

اميه 1) عأنه3507 .ولط .عومنة1 عامعنصوول ,(1941) .1 ,لمفؤلعن 
3-4 ,(51) ,9 .5 .81 (عبومم فطاعم 

هذ معدم 1أعسيظط تعلاعه؟ وسداععاء أمظ عنل وعطعتة ,(1883) .2 .1 وده 
مال .ع020:84ا0 سعاكمتعاط ععل علمطاء11 بيعل أواعاتم معطلمع 
9441-3 .هاما .سعع م4 عدامط 

نازع طقصسعف عذل لصن عتأماع ممع 0 عطعون لو معو كي 21 ,(1918) .له ,رمقة11 
294-11 و78 :تعأوجاتش .اندلا .معدم ن مط عوناءاد مد 

1/1 0م20 لاعنوعصنا سعوله5 روملا ,(1922) .181 ,سطوتر 
3-8 ,32 بوراط .نوا 

معتةعمنا صل عصعزويزودعسصباءكء1 عموعمنا ومن ,(1927) .13 ,مطدكز 
2214-9 و157 .طنهال! .عهاجكر عنباء12 أماجياه1 .معتمسقط 

«ع11 .0ع 200 .ومعممى 0ع 101716510161 ءانواط.,(1958) .2 .2 ,ومساول؟ 
لأمطساعظ لسمندهكة مدلا رمي 

.20065 عمصناعة جم عمكرة لمة عسناءعاعل #تميرظ ,(1950) 7 .1 ممتسسول1 
147-0 ,29 أمنجيامل .لمع 1 ببرعاورى 8611 

معط عمأء عناء مععةالمه© ,(1910) علتامءه7 .0 لصن ,.ظ روعومتلاءك 

289-0 ,69 امام .انما .معمتماقلة معطعتالمعهه عمل " 


-- 4960 يس 


01/277 بجأ مم11 أه7اع576 10 180641101 ,(1969) .0 ,رعرع طصاء11 
515816 ممعتمعدرم عجارملا بووهر 

”7 أنه ”اقطث غهاره /ه26 ,(1969) عتعطصرمى5 .ع1 ممه ,.ظ امقر 
تع مم5 تمتامع8 

الع توعدة] 46 الماتأعانعوأله تعارأك عونا م0 ,(1912) .1 ,أروط 1ق 
كنك فى + و « 167 .1953 .قرعا ارو ع مساعاعاج ام عوعا«1 

تاملا 716 .0 250 .1 .701 ,رومع 11 ا«متاعصيظ عمسم ,(1973) .18 رءالنقة 
1 وعكاعط 

-أةء3 0014 كأولز لمارف أمدملع مط ,(1957) وملتلئط5 .5 .2 مه ,8 ,مقر 
1006م .لء .لاع .31 .اطبا .11م0 .50 .طتها! .ععسم .كمبهب 6 
506161 ألع نه غ142 ممعلمعيهم :.1 .5 

.كقا/لا .لمعاف .جناعهلة .ماقكاءه ج1111 معمزة وعطل (1889)..© ,معلاة1]1 
38-7 .ك1 .وباط -. انماما ,امععمناة 6 

120971 :عادولا بجع1! .مارم اتمبوظ آمتتدعء 2117 071:47 ,(1956) .هآ .8 رععم1 

41 .502665 لأعقههة8 01 وأ الالرعااء: لمة كعفوظ ,(1950) .© .15 روعتوول 
. 7-_518 ,52 (2) .االمالا 04 

كام ار عتراء درموز 5030 لعهقمة8 مارفا ممم ى ,(1951) .© .12 ,وعدوول 
-174 375 .كنا .5 .لمع4 و8 .206 .ععومة عأمونازدم لبرموعو 
17 

لعن ا سصةلا :عادولا بوع81 .ووماممه1 امع 0 (1955) .لك .ل ,لإعلاع1 

11 ,5ع 0م35 أمءاعماممه 1 عاط ,(1963) هع لمتصمة8 .1 لسة ,1 .ل ,لإعااء1 
04م مولا :زيمي 

مولا 7816 .كما /ئمم اد أه لمالا رماع فه 1 ,(1970) .8 روتعووعي1 
تخلافلة 

310 ك1 ه11 لععانددل4 ,(1972) .8 ,وتعورعن1 
171/11 عرولا بسع ير 

ع0 ه10 عل ..ابورق ر5ع6غ لأناوصنة دعلقعع16ما 165 عد5 ,(1909) .11 رعناووءودع1 
25-7 و1 (3) 

ع6 علالررعلاع؟ هذ ووماووعمه 05 قتالتاعلقء ه م0 ,(1939) .2 .8 رطءعوم1 
217-04 و45 .50 .اللدا! .عارش .كانه17 .50805 

زنلنحيدناة)ا 0 :علولا 781689 مم11 أهمعم5 ,(1962) .1 .8 رطعومآ 
55ع2 

علدة ععوتطعتاعط ده عمسساق1 عطعكتلتالنه ع«ءامصمع] ,(1934) .11 ,وتوق1 
4 ١التعالة‏ .أء5 ملعق .اطقدكدمتكمعصسلط ععاتمقكمدى ععله مرعطوز1 
. 1 1-3 ,7 

-تصنا ممغعموممم :.ل ٠‏ ,صاعع م81 .071ألهروءاد1 ,(1944) .1 .8 رعمقطقءك1 
21555 [11ورع7 

لا الاء1! .60 200 .كعلاتعناءعء1!! مم0 ,(1970) .185 ,وعطعوطع نك 
: حالف 

65 7طناء 1 تعفتماعة .معاطم 2 467 0607:6176 ,(1896) .11 رأعأوسم لما 


هم 


هذ كممناءء زمدم لمع دلأمكتهصممر 85 6ع ممع متهم م0 ,(1937) .1 .7 ,لسك 
138-52 ص41 م5 .انماز 7ك .174705 .رأ ههة مآ 5ععدمة 

تمعقصتههع0 لع لم2 عمرزعوام 4 (1972) لله .184 لاتقستولم 
عط هه ورمع 17/01 

عه هنا0) عمل وسمالسمتاموء8 عطءكناه سعط 3122 ر(1927) هه/ .1 بممفصيعكم 
1-7 ,اا كلا أط-.التهالا .انعم صنلاة6) .عواللا ,دع0 سطعملة .عاتممطععم 

-عاتدمرهء11 عأومعط ايه جمع ونع علاعددعولام ,(1929-30) ههم؛ .3 رممفسيهةز 
49-1 و10 اهم .انما .مععمنهععمهلهدم ةساط يعؤعو 

-لقممتاطمنظ عل ووطعولم عنلت ,(1929-305) هم .ل ,ممفصسيعلح 
انالك .تأنواة . معمه قوعم 0 مع اةسدمم عل عبمعط!" لمن معهمتتووعوه 
7--370 .102 معز 

١قلع2105‏ قمعم 0أقمم أ اسم عارءأعسزقج ععزل ,(1936) همنا .1 ممقصيول2 
294-060 و33 (2) .طنعابة إه كلهم 

عل عصفغاطمهم ع1 أء ممفصيولة عل علمطامقم هآ ,(1896) .11 ,6تقءصلمط 
59-2 ,20 .انمابة ماع4 .أعلتاعتستط 

1ع ا 0020 2العع 10161 وزل ععطنا ,(1933) .© ,وبرامط 
2644-6 ,37 جاعداام2 .نوبز 

.انهل .معمسق. معاطممومء طلم هذ عأ معط )له تعاعم5 ,(1934) .2 بطعتلافع 
342-56 ,1310 ««مامسدم 

5 .عله قصذا ده ااعصومناعمه؟ كصهلغهع6ممه وغ1 ك5 ,(1909) .2 رتوعيع 
914-71 ,149 كتبوط .5 الوعشر منص0 م1 

ولاه .تأنمكة داعق .سعوسسطعلءاوتمصم عامط عكقعصنا معطلا ,(1918) .5 ,تومته 
71-8 

ا 2 1000 65 مأبمعط1 ع2 ,(1934) .1 رتووزهع 
34-8 ,7 4موع53 .انمق 

نكاته لا بجك81 .دزو يسرم منرم بيس ,(1955) نزههلظ-.52 .8 نمو ,.ظ رووعنع 
بيلق 

عط :ارملا الاءل8 .60 200 .وعارع5 عواربرمط ,(1959) .لا الامستومع 820 

«ممللتصسعة! علرملا بوع1ز له لم2 كادزاعهش لم22 ,(1968) .1 .1آ رممفرمعه 

نعلتول" بوع1! .معم«نام5 ]ه عأمهم8 ث ,(1971) طمامعتصاعكل؟ا .5 لمة رك رلتدك 
زتاننا 

ا 111 ةا عمناء 701151 ,عتقعمذا ععطلا ,(1930) .1 ,معمسقطعة 
1-6 و2 .أنهاة منهم5 

-001837ع1/1 ره لا بع لز .لع 310 .671165 الع 1/2 :77هلةزهمزف) ,(1968) .1 هآ راأتطء5 
اانا 

طعقهم معمم لمم معطء لمن طالنى منالكاء أمظ ,(1907) .8 التسطعو 
4336 ,63 :هاه ددم األواة .تعدعطء تمطعععع ده عسرعؤورو 

لانن معوسصنطعاء0[1 معتدعمز! عمووققبسى عل عودطن] ر(1908) .5 ألتصطعة 
و3 مرمعاوط أهالا .عنأن) .ماع18 .معتهصموطاعطمنآ معاعته طءتللوعمن 
53-7 


ب 6997 هد 


وعل وأعمعط؟ عمل مذ مععه سمه نمم عتدعمنا روطلا ,(1921) .1 سطع 
79-1 151 .طنواط .سعوارف عمدام1 إوصلامل .معطلعظ معطعتللمعمنا 

.58865 طعدمد8 اسه للة لم1 مذ وممقععزمء ,(1941) .ى ,اومعطه5 
78-16 ,8 أه نامل .لأأهألآ ععانادل 

نجه معممد امع طأفة1 ذا ماطمثله7م]كاه؟1 #معلط ,(1932) .11 .181 ,رعدماة 
.15 أطد5 .تام .عه5 .طتها! .تعمق ,كتدبراهمسك4 0 كدمتامءناوجق جاعلا 
زاعن50 امع ةسعطنة11 مقعترعهم :لرملا. بولح 

ع50 بطنماا .تعس .لع 350 .كأعتسنم«راموط أمدرمعم07 ,(1967) .© ,قوعدة 
م5001 ألم معط ]1 ممعتمع دق :1 .5 رععمع ل معط .23 .أطبط .1امت 

عون لا بجع71 .كأورز اهمف أله« اعمط 6) الماع ننهه 11 ,(1958) .18 بذ ركواب(ه1" 
تالفنا 

-مومتاءا/! بدهلا بجع71 كاسوأهج4 أمء عمط إه بإععياى ,(1962) .1 ,1000 
اال 

ساف .ألما .هعنم )دعم 0 ععنقعهذ! عتتمعط1 عبج ,(1935) .1 ."1 رمععاءء17 
: 110,722-5 مأو 

الع امدةلاء)مقط عطعك اتزتهمة عتك عط ,(1885) .>1 رككوئدرعنع10 
-)زى .عامعصسوعم عمااءةء؟ معممتعص معطعتاعتالائه عع)مممقمعومه 
789-5 ,633-639 باثات8 .ككاللا .ممعام .وميه ماوع ,تعناكو لاج 

بأأع8 .قمناة صدده :1895 كنا0ناستامم 0 كلرة؟ هذ أتصطآ ,(1922) .27 رمعمع اكلا 
119-4 ,50 (2) معسعمم1 .ثعلا .50 

تحاف لم17 بجع11 .كم اداه 51 أه2 1111161441 ,(1962) .5 .5 ,1/111 

د مم أعةءستلن8 معاعامةعطعوعط ععل عتمعط1 عت ,(1929) .ى ,تعغساما 
228-2 ,30 «لءعاتم2 .نفكلا 

-21086م5 تستاع8 .له 30 كأونزامجة أعدمعصيظ ,(1971) .1 ,ولأوملا 

ممم لله1-طارو11 بممقلمعاكسم كأدراعهم4 معط ,(1964) .0 لذ ,العقه23 

١ .أطصط‎ 

و1١‏ عساععآ .11 أموط .كأوبراهالم أمءالمسعطنه84ة ,(1973) .8 ممعلة2 
سالا رتو كلصة/ة1 غ0 واتكمء عتمتا ,معنلأة سعطاهة1 )ه اسعصمومءططا 
غ002 


55-5 


م7 سم 


الفرس6 


الفغصل الاول مس الغضاءات المترية 
01-١‏ الفضاء المتري 
"2-١‏ امثلة أخرى على الفضاءات المترية 
١‏ المجموعة المفتوحة » المجموعة المغلقة » الجوار 
1-١‏ التقارب »© متتالية كوشي » التمام 
اله أمثلة . برأهين التمام 
3-1 اتمام الفضاءات المترية 


الفصل الثاني ب الفضاءات اللمنظمة ب فضاءات باناخ 


١-5 
لا‎ 
لم‎ 
كك‎ 
1١. 


الفضاء المتجهي 

الفضاء المنظم . فضاء باناخ 

خواص أخرى للفضاءات المنظمة 

الغفضاءات المنظمة والفضاءات الحرئية منتهية البعد 
التراص والبعد المنتهي 
الأؤثرات الخطية 

اأكثرات الخطية المحدودة والمستمرة 

الدانات الخطية 

الأؤثرات والداليات الخطية على الفضاءات منتهية البعد 
الفضاءات المنظمة للمؤثرات . الفضاء الثنوي 


الفصل الثالث ب فضاء الحداء الداخلي ٠‏ فقضاء هثبرت 


يك 
5-١‏ 
نك 
ا 


فضاءات الجداء الداخلي . فضاءات هلبرت 
خواص اخرئ لفضاءات الجداء الداخلي. 
امتممات المعامدة والمجاميع المباشرة 
المجموعات والمتتاليات المتعامدة المنظمة 


-- 0796 عم 


1١18 
15 
155 
ل‎ 


155 
كلا 
كلا 
145 
15 


8 المتسلسلات المرتبطة بالى.ناليات والمجموعات التعامدة النظمة 
59 .: المتتاليات..والمجموعات- المتعامدة المنظمة الكلبة 

1/5 حدوديات لاكير وهرميت ولوجاندر 

اجنم تمثيل الدأليات على فضاءات هلبرت 

255 مؤثر هلبرت المرافق 

1١٠١#‏ المؤئرات المترافقة ذاتيا والواحدية والمنظمة 


الفصل الرابع س مبرهنات اساسية حول الفضاءات المنظمة وفضاءات باناخ 
00 تمهيدية زورن 
0155 مبرهنة هان ‏ باتاج 
15 مبرهنة هان ل باناح في السفضاءات المتجهية العقدية والفضاءات 
المنظمة 
5-5 > تطبيق على الداليات الخطية المحدودة على [(ط,ه]© 
5ه أأوؤثر المرافق 1 
55 الفضاءات الانمكاسية 
015 مبرهنة الفئة . مبرهنة المحدودية المنتظمة 
5لثمى التقارب القوي والتقارب الضعيف 
295 تقارب متتاليات الأوٌثرات والداليات 
1.5 تطبيق على جموعية المتتاليات 
1١5‏ الكاملة العددية والتقارب الضعيف* 
155 مبرهنة التطبيق المفتوح 
11-5 الؤئرات الخطية المفلقة . مبرهنة البيان المفلق 


الفصل الخامس ب مبرهنة النقطة الثابتة لباناخ 
1 مبرهنة النقطة الثابتة لباناخ 
ه15 تطبيق مبرهنة باناخ على المعادلات الخطية 
تطبيق مبرهنة بانا على المعادلات التفاضلية 


2165 تطبيق مبرهنة باناخ على المعادلات التكاملية 
مك المصطلهات 
مسلمر د المراجع 
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